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En esta investigacicn se analiza el desarrollo y comprension de Ia
propiedad conmutativa de fa suma. Para ello tres grupos de nifios de Edu-
cacion Infantit (EI), 1° y 2° de Fducacion Primaria (EP) realizaban tres
tareas de conmutatividad: Construin, Encontrar y Comparar eguivalencias.
Asimismo, se tiene en cuenta el tamafio de los pares conmutados para ana-
lizar su incidencig en la comprension de la conmutatividad. Los resultados
indican gue existen diferencias significativas entre los grupos y las distin-
tas tareas. En general, los datos obtenidos a partir del andlisis de los erro-
res y estrategias de los niftos confirman de diverso modo los cinco niveles
del modelo hipotético propuesio por Bermiejo y Rodriguez (1993) sobre la
comprensitn de la propiedad conmutativa: (1) no equivalencia, (2} equi-
valencia perceptiva, (3} equivalencia basada en el computc del resultado,
(4} equivalencia prdctica y (5) conmutatividad formal.
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In this research we analyse the development and understanding of
the commutative law of addition by children. To this end three groups of
children from EI, first and second course of EP were presented three com-
mutative tasks: construct, find, and compare equivalences. Likewise, we
tpok into account the size of the addends in the commuted pairs to analy-
se its incidence on children’s understanding of commutativity. The resulits
show the existence of significative differences between the groups and the
tasks. In general, the analysis of children’s errors and strategies offers evi-
dence to partially confirm the five levels of the hiporhetical model of un-
derstanding commutativity proposed by Bermejo and Rodriguez (1993): (1}
no equivalence, (2} perceptual equivalence, (3) computing result-based egqui-
valence, (4) practical equivalence, and (5) formal commutativity.
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La abundante literatura en torno & la competencia aditiva de los nifios {véase,
p.e]., Bermejo y Rodriguez, 1990a, 1990b) contrasta con la escasa bibliografia
sobre las propiedades de la adicién, como, por ejemplo, la propiedad conmutati-
va. De modo que resulta sorprendente la laguna conceptual existente con respec-
to a esta propiedad.

No obstante, podemos bosquejar dos orientaciones tedricas diferentes en
el estudio de la propiedad conmutativa:

a) La que vincula la propiedad conmutativa con la competencia aditiva.

b) La que sostiene que el nifio sigue caminos diferentes en la adquisicion
de la adicién y de la propiedad conmutativa.

En €l marco de la primera aproximacion, se considera la existencia de una
cierta relacién entre la propiedad conmutativa y la adicién, de modo que la ad-
quisicién de la primera supondria una cierta competencia aditiva en el nifio (Briars
y Larkin, 1984; Carpenter, 1986; Riley, Greeno y Heller, 1983; Weaver, 1982). Por
ejemplo, Weaver relaciona la propiedad conmutativa y la concepcién binaria de
la adicién. Segun este autor, el nifio tendria primeramente una concepcicn unita-
ria de la adicion, adquiriendo mas tarde una concepcicn binarig de la misma.
La primera concepcidn es mds precoz ¢ incompleta, concibiéndose la operacion
aditiva como un cambio de estado del conjunto inicial que se hace reiterativa-
mente mayor. De ahi que el nifio espere resultados diferentes segtin sumemos
«4+12» 0 «12+4», porque psicolégicamente no es lo mismo la accién de afiadir
12 elementos a 4, que aftadir 4 elementos a 12. En definitiva, el nifio puede admi-
tir la equivalencia de este par conmutado, pero no necesariamente la de sus resul-
tados. En cambioc, con la concepcion binaria de la adicion el nifio entiende esta
operacidn como resultado de unir dos conjuntos disjuntos, de modo que el or-
den en que se combinen dichos conjuntos no influye en ¢l resultado de su adi-
cién. Desde esta éptica, parece claro que la propiedad conmutativa estd vincula-
da & una concepcion binaria de la adicidn.

Igualmente, las posiciones tedricas de los demads autores suponen la exis-
tencia de nexos entre la adicion y la propiedad conmutativa. Por ejemplo, algu-
nos relacionan la propiedad conmutativa y la adicidn con el esquema parte-parte-
todo, de modo que la comprensién de ambas supone la posesidn de este esquema
(Briars y Larkin, 1984, Carpenter, 1986; Riley et ai., 1983).

Desde €l segundo enfoque se mantiene que la adquisicién de la competen-
cia aditiva y de la conmutatividad siguen cursos diferentes (Baroody, 1982; Ba-
roody v Gannon, 1984; Baroody y Ginsburg, 1986). Conforme a este plantea-
miento, €l conocimiento de la conmutatividad no depende directamente de la
competencia aditiva, sino del intento de reducir las demandas de ejecucion y de
la mejora conceptual general que propicia el uso de estrategias mas elaboradas.
Desde esta 6ptica, los nifios que estén en la etapa de la protoconmutatividad,
que es anterior a la comprension plena de la conmutatividad, saben que el orden
en que se adicionan los sumandos no afecta a la obtencién del resultado correc-
to, aunque los sucesivos resultados pueden ser diferentes. Asf, en ¢l algoritmo
«4+5», los niftos que se encuentran en esta etapa admiten que se puede resolver
afiadiendo al 4 el 5 ¢ bien al 5 el 4, pero aunque consideran que en ambos casos
obtendran un resultado correcto, no asumen que se tratard exactamente del mis-
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mo resultado, esto es, «9», Los origenes de esta concepcidn podrian arrancar del
principio de orden irrelevante del conteo (véase Baroody, 1984; Gelman y Gallis-
tel, 1978}, que estipula que una coleccidn de objetos puede contarse siguiendo
multiples ordenes. No cobstante, aunque este conocimiento pueden manifestarlo
sujetos de corta edad, la comprension plena del principio tiene lugar mas tarde,
es decir, a partir del momento en gue los nifios admiten tanto los distintos érde-
nes, como la equivalencia de los resultados obtenidos en cada uno de ellos.

Finalmente, Bermejo y Rodriguez {en prensa-a, en prensa-b} v Rodriguez
{1992} consideran que las dos aproximaciones anteriores no son excluyentes, sino
que las bases tedricas de ambas fundamentarian mejor la plena comprension de
la propiedad conmutativa. Por un lado, el hecho de que el nifio adquiera esta
propiedad directamente por razones de economia de tiempo en la resolucion de
una tarea aditiva, tal como supone Ia segunda orientacion, no excluye una cierta
competencia aditiva. Al contrario, el uso de una estrategia u otra para facilitar
o mejorar la eficacia en la resolucién de un problema, implica probablemente
un cierto nivel de conocimientos aditivos en el nifio. Por ello, pensamos que la
plena comprension de la propiedad conmutativa supone tanto la adquisicién del
esquema parte-parte-todo, como la posesién de una concepeidn binaria de la adi-
cién. Por otro, si hablamos de niveles precoces en la comprensidn de esta propie-
dad, entonces no serfa estrictamente necesaria esta competencia aditiva, tal como
defiende la segunda orientacién. En suma, el primer enfoque parece centrarse
en la manifestacidn plena de la conmutatividad, mientras que el segundo o hace
maés bien en una manifestacidn precoz.

A la diferenciacién que acabamos de establecer subyace la creencia de que
la propiedad conmutativa no es un proceso de todo o nada, sino que supone un
proceso mas o menos lento hasta la completa comprension de Ja misma. En este
sentido, Barcody y Gannon (1984), basdndose en que los nifios admiten la equi-
valencia de un par conmutado a partir de la equivalencia de sus resultados, pro-
ponen una secuencia evolutiva en la adquisicién de la propiedad conmutativa de
la adicién de tres niveles;

1. Los pares conmutados son problemas psicologicamente diferentes para
los niftos, de modo que 742 es considerado como diferente a 2+7. Para estos
nifios, en ¢] primer caso se trata de «siete y dos mas», mientras que en el segundo
es «dos y siete mds», lo que supondria resultados diferentes.

2. El segundo nivel lo denominan «proteconmutatividad», que seria como
una nocion primitiva de la conmutatividad, segin la cuatl €l orden de los suman-
dos no afecta a la correccion de la operacién aditiva, pero los resultades podrian
ser distintos.

3. Finalmente, €l nifio se centraria en el resultado de la adicién, entendiendo
la nocién de conmutatividad en ¢l sentido matemadtico, lo que supondria ya la
posesién de una concepcion binaria de la adicién.

Asimismo, Bermejo y Rodriguez (1993} proponen un modelo hipotético de
cinco niveles en la comprension de la propiedad conmutativa de la adicién. Par-
tiendo de la definicion formal de esta propiedad, segtin la cual A+ B=B+ A, eva-
Idan e] conocimiento de los nifios en torno a esta propiedad analizando cémo
coordinan los dos componentes de la propiedad conmutativa: los sumandos v
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los resultados. La integracidn de estos componentes conltleva: (1) considerar si-
multdneamente los sumandos de los dos pares conmutados, v (2} admitir la equi-
valencia de los resultados sin resolver para ello las operaciones.

Este criterio parece razonable, va que si los nifios hacen s6lo referencia al
resultado, la equivalencia de los mismos no es razdn suficiente para admitir que
estos nifios han comprendido la irrelevancia del orden de los sumandos, que cons-
tituyve un elemento esencial de la propiedad conmutativa. Por otra parte, si se
centran exclusivamente en los sumandos, la aceptacién sin mas de la irrelevancia
del orden de los mismos no garantiza que para estos nifios los resultados sean
equivalentes.

Teniendo en cuenta estos ¢riterios, Bermejo y Rodriguez (1993) avanzan un
modelo hipotético de cinco niveles en torno a la comprension de la propiedad
conmutativa de la adicién:

1. No eguivalencia, de modo que los nifios en este nivel no aceptan la equi-
valencia de los resultados de los pares conmutados, porque los sumandos estin
invertidos. En otras palabras, la inversidn implica resultados diferentes. Este ni-
vel equivaldria a la primera etapa de la secuencia propuesta por Baroody vy Gan-
non (1984),

2. Equivalencia perceptiva. Ahora los niftos aceptan la equivalencia de los
dos pares conmutados st estan presentes exactamente los mismos términos en am-
bos. Para verificario llevan a cabo una comparacion estatica y elemento a ele-
mento, desconsiderando el orden de los sumandos. Por ¢jemplo, los nifios justi-
fican la equivalencia argumentando que tanto los nimeros, uno a une, como los
signos son iguales. Por ejemplo, la respuesta de una nifia de Educacion Infantil
{ED} en el par conmutado «6+ 3 vs 3 +6» fue la signiente: «Si, hay lo mismo, por-
que 6-6 (sefizla los mimeros con el dedo), mas y mds, 3 y 3». Igualmente los ni-
fios de este nivel rechazan la equivalencia cuando en el problema anterior tan sélo
en uno de los pares conmutados figura el signo de ignaldad y el resultado (i.e.,
6+3=90 vs 3+6). Este patron de respuestas aparece principalmente entre los ni-
fios de EI (una media del 46.5 % de los ensayos), menos frecuentemente en los
nifios de 1° de Educacién Primaria (EP) (29.3 %) y apenas s¢ manifiesta en los
de 2° de EP (13.9 %).

3. Equivalencia basada en el resultado. Los nifios necesitan calcular uno
¢ los dos resultados para pronunciarse sobre la equivalencia de los pares conmu-
tados. A esta necesidad de hallar el resultado parece subyacer una concepceidn
unaria de la adicion. Por otra parte, este nivel corresponderia a la etapa de proto-
conmutatividad de Baroody y Gannon (1984). Es decir, para estos nifios la equi-
valencia de los sumandos no supone necesariarnente una equivalencia de resulta-
dos. La evidencia empirica correspondiente a este nivel es la siguiente: una media
del 1.2 %, 8.6 % y 11.8 % de los ensayos para los grupos de EI, 1° de EP y 2°
de EP, respectivamente.

4. Eguivalencia prdctica. En este nivel los nifios afirman la equivalencia
entre los pares conmutados sin operar, indicando simplemente que los sumandos
son los mismos (una media del 38.9 %, 39.6 % y 30 % de los ensayos para los
grupos de EI, 1° v 2° de EP) 0 que el resultado es el mismo (una media de 13.1 %,
20.2 % y 30.8 % de los ensayos para los grupos de EI, 1° y 2° de EP), sin prestar
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atencion, por eiemplo, a los signos como los nifios del nivel 2; pero aun no ¢oor-
dinan explicitamente los sumandos y los resultados,

5. Conmutatividad formal. Ahora el nifio establece la propiedad conmu-
tativa de la adicién, coordinando explicitamente sumandos y resultados, de modo
que argumentan que «2+7 es lo mismo que 7+ 2». Este nivel se corresponde con
la etapa tercera de Baroody y Gannon (1984). Nuestros datos indican que este
nivel se encuentra presente principalmente en 2° de EP (una media de 13.5 %
de los ensayos), €5 menos frecuente en 1° de EP (una media de 2.2 % de los ensa-
yos} e inexistente en el grupo de EI. El presente trabajo pretende analizar de modo
directo ¥y minucioso los pasos evolutivos que suelen dar los nifios en la compren-
sidn de la propiedad conmutativa. Esie andlisis nos permitira determinar o veri-
ficar si efectivamente los datos empiricos obtenidos confirman el modele de cin-
<o niveles propuesto por Bermejo v Rodriguez.

Para ello, analizamos el comportamiento de tres grupos de sujetos en tres
tareas de conmutatividad (i.e., Construir, Encontrar v Comparar Equivalencias),
que son presentadas con conjuntos grandes v pequefios. Con respecto al factor
magnitud de los sumandos, Ginsburg (1982} afirma que los escolares sélo son
competentes con respecto a la propiedad conmutativa cuando se trata de conjun-
tos pequefios; mientras que Baroody (1982} encuentra que incluso los preescola-
res podian mostrar dicho conocimiento ante conjuntos grandes, La presencia de
conjuntos grandes y pequefios en este trabajo nos permitird analizar la inciden-
cia del factor magnitud en la comprensién de la conmutatividad, y decidir asi-
mismo sobre la objetividad de las dos posiciones mencionadas anteriormente.

En cuanto a las tareas, presentamos dos tipos de tareas que corresponden
a los paradigmas de produccién y de verificacién. Asi, la tarea de Construir Equi-
valencias pertenece al paradigma de produccidn, y consiste en encontrar el su-
mando omitido en uno de los pares conmutados; mientras que las dos restantes
(i.e., Encontrar y Comparar Equivalencias) pertenecen al paradigma de verifica-
cién. En ambos casos los nifios tienen que pronunciarse sobre si son ¢ no equiva-
lentes dos pares de sumandos. Frecuentemente (véase, por ejemplo, Gelman y
Meck, 1983, 1986; Miller, Keating v Perlmutter, 1984) se ha encontrado en dife-
rentes ambitos que ¢l paradigma de produccidn resulta mas complejo que el de
verificacién, no obstante, Bermejo v Rodriguez (1993) encontraron con respecto
a tareas de conmutatividad que con el paradigma de produccidn se obtenian me-
jores resultados que con el de verificacion. Ese fendmeno se debe a que la tarea
de Construir Equivalencias, propia del paradigma de produccién, centra la aten-
cidn de los nifios en los sumandos; mientras que no ocurre lo mismo en las tareas
pertenecientes al paradigma de verificacién.

Meétodo

Sujetos

Participaron en esta investigacién 72 sujetos distribuidos en tres grupos de
24 nifios cada uno. El primero de ellos estaba formado por sujetos de EI con
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edades comprendidas entre 5;2 y 6;2 (M: 5;9 afios). El segundo grupo lo integra-
ban nifios de primero de EP con edades entre 6;3 y 7;2 (M: 6;6 afios). Finalmente,
el tercer grupo estaba constituido por escolares de segundo curso de EP, con eda-
des comprendidas entre 7;3 y 8;2 (M: 7:8 afios). Todos los sujetos procedian de
un colegio privado de clase socio-cultural media-alta y ninguno de ellos habia
recibido instruccion formal sobre la propiedad conmutativa,

Material

Se emplearon 12 laminas de acetato {28.8 X 21 cmj}, sobre las que se adhe-
rian etiquetas (10,2 x3.8 ¢m) que contenian los pares de sumandos conmutados.
Los nimeros, que podian ser de color rojo o negro, tenian las siguientes dimen-
siones: 2.5x0.4 cm. Asimismo, se emplearon tres mufiecos de 5 cm de altura con
los nombres: Leo, David y Pipo para contextualizar mejor las tareas.

Procedimiento

Todos los sujetos han sido entrevistados individualmente durante las horas
lectivas del centro, grabandose en video todas las sesiones,
Cada nifio resolvia tres tareas de conmutatividad con dos ensayos cada una:

a) Construir equivalencias, que consistia en presentar al nifio la siguiente
situacion:
«Leo tiene estas canicas: 2+ 5. Pipo tiene estas: § + —, ;Cudntas canicas hay que dar-
le a Pipo para que tenga las mismas canicas que Leol»,

Una vez que los nifios respondian a esta cuestion, se les pedia que indica-
ran como lo habian hecho, si ambos personajes tenian la misma cantidad de ca-
nicas y que justificaran su respuesta.

b) Encontrar equivalencias: En esta condicion se presentaban cuatro su-
mas v se indicaba al nifio lo siguiente:

«Yo tengo estas canicas: 5+2. Leo tiene éstas: 2+ 3. David tiene éstas: 5+ 2. Pipo tiene
éstas: 2+5. ;Hay alguno que tenga la misma cantidad de canicas que yoT».

Una vez que el nifio ha emitido su respuesta, se le pregunta: «;Hay alguno
mas que tenga las misma canicas que yo?». La pregunta se repite, si s necesario,
hasta que el nifio responda que no. Como en la tarea precedente se interrogaba
a los nifios sobre el procedimiento o estrategia empleada para determinar qué
pares eran equivalentes.

¢} Comparar equivalencias: En este caso se preguntaba a los nifios lo si-
guiente:

«Leo tiene estas canicas: 84i7 y Pipo tiene éstas: 17+ 8. ;Tienen Leo y Pipo las mis-
mas canicas?.
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Una vez emitida la respuesta se interrogaba de nuevo sobre el procedimien-
to seguido para decidir su respuesta.

Las cantidades empleadas fueron pequefias y grandes. En el primer caso
se utilizaron pares de sumandos como los siguientes: 5+2 v 2+5 y 6+3 vs 3+ 6.
Y en el segundo; 7+19 vs 1947 y 8+17 vs 17+8. En cada uno de los pares em-
pleados uno de los sumandos era de color rojo v el otro de color negro, para po-
der discriminar las respuestas meramente perceptivas.

El orden de presentacion de las tareas se realizé mediante un contrabalan-
ceo parcial a partir del siguiente orden obtenido al azar: (1) encontrar (conjuntos
grandes), {2) comparar {conjuntos pequefios), (3} encontrar (conjuntos peque-
fios), (4) construir (conjuntos grandes), (5) comparar (conjuntos grandes) v (6)
construir (conjuntos pequefios). Los 24 sujetos dentro de cada grupo fueron asig-
nados aleatoriamente de 4 en 4 a cada uno de los 6 6rdenes resultantes. En cuan-
to al orden de presentacidn de los dos ensayos se obtuvo al azar y se mantuvo
constante para los seis drdenes de presentacion.

Para terminar, la respuesta en la tarea de Construir equivalencias se consi-
dera correcta si se indica el sumando omitido v se reitera Ja equivalencia una vez
completada la operacion. Asimismo, en las tareas de Encontrar y de Comparar
equivalencigs se evalla como correcta la respuesta que afirma la equivalencia en-
tre los pares conmutados o idénticos, siendo preciso ademds la justificacion de
la respuesta.

Anilisis v discusion de resultados

Andlisis de las respuestas correctas

El andlisis de varianza mixto 3 (Grupo: El vs 1° EP vs 2° EP) X 2 (Tama-
fio: grande vs pequefio) x 3 (Tareas: Construir Equivalencias vs Encontrar Equi-
valencias vs Comparar Equivalencias) con medidas repetidas en los dos iltimos
factores vy ejecutado con el BMDP2YV indica que existen diferencias significativas
en los factores grupo (F, 5, =7.74, p<.01} y tareas (F,,,,=9.6, p<.0l). Por tan-
to, aunque ninguna de las comparaciones multiples realizadas con la prueba de
Tuckey resultaron significativas, en la Tabla 1 puede observarse que la media de
las respuestas correctas se incrementa a medida que lo hace la edad de los suje-
tos, excepto entre los dos grupos de menor edad con respecto a la tarea de Cons-
truir Equivalencias. Asimismo, en relacion con las tareas tampoco se encontra-
ron diferencias significativas en los diferentes contrastes, aprecidndose, no obstante,
que el rendimiento de los sujetos es mds elevado en la tarea de Construir que
en la de Comparar o Encontrar Equivalencias. Este dato, tal como habiamos en-
contrado en trabajos anteriores {Bermejo y Rodriguez, 1993, en prensa-b; Rodri-
guez, 1992), parece deberse al hecho de que los nifios se centran fundamental-
mente en los sumandos a la hora de resolver las tareas de conmutatividad.
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TABLA 1. PUNTUACIONES MEDIAS Y DESVIACIONES TIPICAS,
EMTRE PARENTESIS, DE RESPUESTAS CORRECTAS

Construir Encontrar Comparar

Grande Pequefio Grande Pequeiio Grande Pequefio
El 1.71 1.67 0.96 1 1.25 1.13
{£.69) {0.70) {1) {0.98) {0.99) {0.99)
1° EP 1.63 1.58 1.21 1.38 1.33 1.33
{0.77) {0.8%) (0.98) {0.92} {0.96} {0.56)
2° EP 2 1.96 1.75 1.88 1.92 1.96
© ©0.2) 0.61) ©.45) (0.41) ©0.2)

Pantuacién maxima=2

E! andlisis de varianza también revela que resulta significativa la interac-
cidn tarea x tamafio (F, 5, =3.21, p<.05), que ha sido analizada mediante el ana-
lisis de las comparaciones parciales, Este indica que los dos tamafios inducen efectos
semejantes en los tres tipos de tareas, dado que no se han encontrado diferencias
significativas entre las tareas de Construir y Encontrar Equivalencias, ni entre
las de Construir y Comparar y tampoco entre las tareas de Encontrar y Compa-
rar Bquivalencias. Esta interaccion parece deberse al hecho de que ¢l rendimiento
de los sujetos en las tareas de Construir y Comparar Equivalencias en el caso
de los conjuntos grandes supera al alcanzado en los conjuntos pequefios, invir-
tiéndose este patrén en la tarea de Encontrar Equivalencias.

En definitiva, respecto a la interpretacion global de estos datos, retoma-
mos la explicacion ofrecida anteriormente en relacion a las tareas, ya que consi-
deramos que, por una parte, la semejanza de los niveles de rendimiento entre las
dos tareas analogas (i.e., Encontrar y Comparar Equivalencias), que es inferior
al de la tarea de Construir Equivalencias y, por otra, la falta de repercusién del
factor tamafio habrian de considerarse como evidencias favorables al planteamiento
de gue los nifios resuelven estas situaciones de conmutatividad centrédndose en
los sumandos {Bermejo y Rodriguez, 1993; Resnick y Neches, 1984} y, contraria-
mente a lo indicado por Baroody vy Gannon (1984}, prescindiendo de los resulta-
dos. La cuestién que resta por determinar es el grado en que esa ignorancia del
resultado cuestiona la comprension de la propiedad conmutativa mostrada por
los niitos. Este aspecto serd tratado de manera mds adecuada a la luz de los erro-
res v las estrategias mostrados por los sujetos a lo largo de las diferentes condi-
ciones experimentales, y mas globalmente atendiendo al nivel de comprensién
de la conmutatividad en que se encuentren los nifios.

Andiisis de los errores

Construir Eguivalencias. Aungue ¢l porcentaje de ensayos incorrectos en
esta tarea es mads bien reducido {15 vs 19 vs 1% para los grupos de EI, 1° y 2°
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de EP, respectivamente), se aprecia un comportamiento claramente diferenciado
en los grupos de ElI v 1° de EP, como se hace patente en la Tabla 2. En efecto,
mientras que en €l primero el mayor porcentaje de errores consiste en la inven-
cion del término que debe ser encontrado y en menor medida la repeticion de
una de las cantidades del problema, en el grupo de 1° de EP se observa que los
nifios propenden a resolver [a tarea correctamente a nivel numérico, pero no aceptan
la equivalencia entre los pares conmutados. No obstante, comparten con los ni-
fics de menor edad el error que consiste en emitir un numero al azar, aunque
¢s menor su manifestacién tanto en términos relativos como absolutos.

TABLA 2. PORCENTAJES DE ENSAYQS ERRONEOS EN LA TAREA CONSTRUIR EQUIVALENCIAS

EI 1®* EP 2° EP
Repiten una cantidad 33.33 —_ 100
Numero al azar 66.67 21.05 —
Dan ¢l término omitido, sin admitir
la equivalencia porque estdn al revés — 78.95 —-—

Encontrar Equivalencias. En esta tarea se eleva el porcentaje de ensayos
erréneos para todos los grupos, llegando a corresponder al 49 vs 34 vs 9% de
los ensayos en los grupos de El, 1° y 2° de EP. En concreto, como queda recogi-
do en la Tabla 3, en los grupos de menor edad el error mas comin consiste en
indicar que los sumandos de los pares conmutados se encuentran invertidos, de
suerte que no son equivalentes. Mientras que en estos dos grupos un elevado por-
centaje de respuestas errdneas tiende a quedar comprendidoe en un reducido nu-
mero de categorias, e¢n €l caso de los mayores se aprecia una mayor dispersiéon
de los escasos errores cometidos, sin que sea posible hacer mencién exclusiva-
mente a un determinado tipo de error {véase Tabla 3).

TABLA 3. PORCENTAJES DE ENSAYOS ERRONEOS EN LA TAREA ENCONTRAR EQUIVALENCIAS

El 1° EP 2¢ EP

Estan al revés 83.67 719.41 —
Sefialan todos los pares 6.12 8.82 —
No suman i¢ mismo — 5.88 22,22
Todos los pares comparten ur sumando,

son equivalentes — 2.94 22.22
Azar — — 22.22
Seleccionan solo el par idéntico

al propuesto - — 22,22
No justifican su respuesta 10.2 2.94 11.11

Comparar Equivalencias. En esta tarea los porcentajes de ensayos erréneos
se situarian entre los alcanzados para las dos tareas precedentes. Mas especifica-
mente, la cifras para los grupos de EI, 1° y 2° de EP son las siguientes: 39
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vs 31 vs 3 % de los ensayos. Tal como ocurria en la tarea de Construir Equivalen-
cias, los errores cometidos en la tarea de Comparar Equivalencias se agrupan en
un reducido nimero de categorias {véase Tabla 4). Por otra parte, al igual que
en la tarea de Encontrar Equivalencias, en los dos grupos de menor edad, y de
manera mas prominente en ¢l grupo de EI, el error mas comun ¢onsiste en indi-
car que los sumandos de ambos pares conmutados estén invertidos, de modo que
no son equivalentes. En el grupo de 1° de EP también resulta destacable el error
en que los nifios rechazan la equivalencia y justifican su respuesta aludiendo al
diferente color de los sumandos de los pares conmutados.

TABLA 4. PORCENTAJES DE ENSAYOS ERRONEOS EN LA TAREA COMPARAR EQUIVALENCIAS

El 1 EP 2° EP
Los sumandos estan invertidos G4 .87 64,52 —
Los sumandoes son de distinto color 5.13 35,48 —
No suman [o mismo — — 195

Andlisis de las estrategias

En este apartado sélo se hace referencia a las respuestas en las que se ad-
mite la equivalencia entre los pares conmutados, tanto cuando uno de ellos ha
de ser completado, como cuando simplemente se juzga la equivalencia.

Construir Equivalencias. En esta tarea un elevado porcentaje de las estra-
tegias empleadas por los nifios se agrupa en torno a dos o tres categorias en cada
unto de los grupos. Asi, como se recoge detalladamente en la Tabla §, los grupos
de EI v 1° de EP emplean estrategias centradas en los sumandos en €] 92.59 y
84.21 % de los ensayos. M4s concretamente, es comun gue estos nifios justifi-
quen la equivalencia apuntando que: (a) uno de los sumandos estz en los dos
pares y que falta una cantidad determinada para que puedan ser equivalentes {54.32
v 53.95% de los ensayos, respectivamente en los grupos de El v 1° de EP} (pe.,
«Porque aqui hay un 5 y un 5, y aqui hay un 2 y aguf falta un 2 para ser iguales»
—seftalando los respectivos términos en cada uno de los pares conmutados—)
y {b} en una de las operaciones estd un determinado niimero y en el par incom-
pleto no (38.27 y 30.26 % de los ensayos en los grupos de El y 1° de EP respecti-
vamente) (p.e., «Porque no tiene el 2»). En ¢l grupo de 2° de EP son también
frecuentes otros tipos de argumentos ademas del centrado en los sumandos. Por
ejemplo, en este grupo se pone de manifiesto su capacidad para hacer referencia
explicita a la propledad conmutativa {25.26 % de los ensayos).

Por otra parte, también se encuentra que la utilizacion del resultado es es-
casz en todos los grupos, aungue ligeramente superior en el de los mayores (2.47,
6.58 vy 11.58 % de los ensayos para los grupos de EI, 1° v 2° de EP respectiva-
mente). Los nifios hacen referencia al resultado no para determinar si los dos pa-
res conmutados son o no equivalentes, sino para justificar su respuesta. Ademads,
este tipo de justificaciéon no se encuentra necesariamente vinculada a la ejecu-
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cidn de la adicidon. Del total de 18 ensayos (2 en el grupo de los pequeiios, 5 en
elde 1° de EP v 11 en el grupo de 2° de EP) en los que se manifiesta este compor-
tamiento, tan sélo cuentan en la mitad, empleando para ello la estrategia de con-
tar a partir del mayor. Los restantes no operan y en algunos casos ofrecen justifi-
caciones como la siguiente: «Porque 3+ 6 es mas mayor que 6, tiene menos por
eso hay que darle 3».

Para terminar, las estrategias de copia tan s6lo se encuentran en esta farea
y es muy poco frecuente su aparicién. Este tipo de comportamiento lo muestran
los nifios cuando utilizan elementos del problema irrelevantes para solucionarlo.
Por ejemplo, Bermejo y Rodriguez (1993) diferencian esta estrategia mediante una
condicion en la que figura el resultado de uno de los pares conmutados. En el
presente trabajo, la utilizacion de colores para romper la semejanza perceptiva
parece haber sido productiva, ya que sélo parecen recurrir a él en el problema
gue ofrece menos alternativas de justificacidn. En concreto, la manifestacidn de
esta estrategia parece deberse en cierta medida a que el color del sumando omiti-
do se corresponde con el del primer sumando que sf esta presente, siendo argu-
mentaciones del tipo: «Viendo éste» —sefialando el par completo— o «Porque
esta igual».

TABLA 5. PORCENTAJES DE ENSAYOS DE LAS ESTRATEGIAS EMPLEADAS
EN LA TAREA CONSTRUIR EQUIVALENCIAS

EI i° EP 2° EP
Copia (Nivel 2) 4.94 9.21 4.21
Hacen referencia a los sumandos (Nivel 4) 92.59 84.21 58.95
Hacen referencia al resuitado (Nivel 4) 2.47 6.58 i1.58
a+b es lo mismo que b+ a (Nivel 5) — — 25.26

Encontrar Equivalencias. En esta tarea también es muy reducido el mime-
ro de estrategias, haciéndose evidente que la mas frecuente en todos los grupos
consiste en indicar que los dos pares contienen los mismos numeros (véase Ta-
bla 6). Sin embargo, mientras que en el grupo de los mayores Ja segunda estrate-
gia en cuanto a su frecuencia de manifestacion se trata de la formulacion de la
propiedad conmutativa, en los dos grupos de menor edad 1os nifios tienden a se-
fialar que los sumandos «estan al revés».

TABLA 6. PORCENTAJES DE ENSAYOS DE LAS ESTRATEGIAS EMPLEADAS
ENM LA TAREA ENCONTRAR EQUIVALENCIAS

EI 1° EP 2° EP

Los mismos ndmeros en los dos pares 72.34 5 53,41
{Nivel 4)

Los sumandos estén al revés {Nivel 4} 19.15 15.63 14.77

a+b es lo mismo gue b+a (Nivel 5) 8.51 9.38 31.82
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Comparar Equivalencias. Como en la tarea precedente, los niftos de todos
los grupos advierten la equivalencia de los pares conmutados porque en ambos
figuran los mismos nimeros. En ¢l grupo de los mayores también sobresalen las
estrategias que consisten en enunciar la propiedad conmutativa y en indicar que
los sumandos se encuentran al revés. En los dos grupos restantes, es mayor la
dispersidn de las estrategias, aunque dado que propenden a sefialar que se trata
de los mismos numeros, los restantes tipos de estrategias comprenden porcenta-
jes muy reducidos de ensayos. En cualquier caso se sigue apreciando una marca-
da tendencia a centrarse en los sumandos para responder correctamente (96.56
vs 84.38 vs 59.13 % de los ensayos en los grupos de El, 1° ¥ 2° de EP), aunque
en el grupo de los mayores comience & cobrar importancia la estrategia referente
a la propiedad conmutativa.

TABLA 7. PORCENTAJES DE ENSAYOS DE LAS ESTRATEGIAS EMPLEADAS
EN La TAREA COMPARAR EQUIVALENCIAS

El 1* EP 29 EP

Computan un par y asignan el resultado

al par incompleto {Nivel 3) - 3.13 4.30
Computan ambos pares (Nivel 3} — 113 323
Referencia a los nimeros mas proximos

de ambos pares (Nivel 4} 345 — —
Los mismos numeros en los dos pares

{Nivel 4} 89.66 71.38 43
Estan al revés (Nivel 43 3.45 12.5 16.13
a+b es lo mismo que b+a (Nivel 5} 3.45 9.38 33.33

Tal como se habia encontrado en el trabajo de Bermejo y Rodriguez (1993),
de este analisis cualitativo también se desprende que los nifios se centran funda-
mentalmente en los sumandos para determinar si dos pares conmutados son o
no equivalentes. Esta afirmacién resulta valida con independencia de las distin-
tas tareas, pero no asi con independencia de los grupos, dadoe que aun cuando
destaca como la estrategia mas frecuente en todos los grupos, se aprecia que en
el caso de los mayores comienzan a despuntar estrategias mas elaboradas. Este
dato, entre otros, evidencia que los errores de los nifios no se deben a dificultades
a la hora de operar, sino al hecho de que recurren a la disposicion de los suman-
dos para justificar la falta de equivalencia. Como apuntan Bermejo y Rodriguez
(1993) esto podria estar relacionado con la experiencia aritmética de los nifios,
que se enraiza en el conteo ya sea de todos los elementos (i.c., count-ally o tan
s6lo de parte de ellos {i.c., count-on). En efecto, teniendo en cuenta que este pro-
cedimiento implica la modificacion reiterativa de un conjunto de partida por la
incorporacién de una nueva unidad en cada ocasién, no sera lo mismo adicionar
una cantidad a 6 que a 3, por ejemplo en el caso de 6+3 y 3+6. Por otra parte,
también son los sumandos los elementos considerados cuando los nifios ya ad-
vierten que los pares conmutadoes son equivalentes. La explicacion mas plausible
de este fenomeno consiste en asumir que su concepto de la adicion pasa de un
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concepto unario a un concepto binario, haciendo que los nifios interpreten la adi-
cion como la combinacion de dos conjuntos de cardinal a v & para formar un
conjunto de cardinal ¢, Dicho transito culminara en la capacidad de enunciar
explicitamente la propiedad conmutativa.

Esto nos permite enlazar con la segunda cuestion planteada en ¢l apartado
de Andlisis de las respuestas correctas, sobre la funcion del resultado en relacion
a la comprension de la propiedad conmutativa. A este respecto, cabe suponer que
si los nifios comienzan a disponer de un concepto binario de la adicién no preci-
san conocer el resultado preciso de diversas combinaciones para determinar s
son equivalentes, puesto que, en definitiva, se trata de la combinacion de los mis-
mos cardinales. No obstante, como veremos a continuacion, los niftos que no coor-
dinan los dos componentes son asignados a un nivel de comprensién préximo
al de conmutatividad formal.

Evidencia empirica del modelo

Los diferentes comportamientos mostrados por los nifios ratifican de di-
verso mode los niveles propuestos por Bermejo y Rodriguez {1993} con respecto
a la comprension de la conmutatividad, que, como recogemos al comienzo de
este trabajo, arrancan de un rechazo explicito de la equivalencia de los pares con-
mutados para terminar en una ¢oordinacion explicita del orden de los sumandos
y el resultado. En efecto, los datos relativos a las estrategias y los errores confir-
man de mode desigual los cinco niveles:

1. No eguivalencia. En este primer nivel los niftos consideran que los dis-
tintos drdenes que pueden adoptar los pares de sumandos suponen diferentes re-
sultados, siendo su nivel de comprension parejo al que Baroody y Gannon (1984)
atribuyen a los sujetos de su primer nivel. En concreto, nuestros sujetos rechazan
la equivalencia de los pares conmutados fundamentalmente porque los suman-
dos estan invertidos {(p.., «Porque aqui tiene un 7 y un 19 y éste un [9 y un 7»),
justificacién que ofrecen incluso después de haber encontrado el sumando omi-
tido en la tarea de Construir Equivalencias. Este comportamiento se manifiesta
en los nifios de EI y 1° de EP (59.51 %, 74.29 % de los ensayos errdneos respec-
tivamente}.

2. Eguivalencia perceptiva. Bermejo y Rodriguez (1993) sefialan que los
nifios que se asignan a este nivel de comprension parecen realizar una compara-
cidn estdtica elemento por elemento, desconsiderando el orden de los sumandos,
al contrario de lo que ocurria en los sujetos del primer nivel. En ¢l presente tra-
bajo es muy reducida la manifestacion de este patrén de comportamiento en los
nifios de todos los grupos, puesto que al igual que en el realizado por Bermejo
y Rodriguez tan sélo se registra la estrategia de copia en la tarea de Construir
Equivalencias (véase Tabla 5), pero el porcentaje de ensayos en los que se utiliza
es muy bajo vy semejante para todos los grupos (i.e., 1.65 %, 3.07 %o v 1.4 % de
los ensayos respectivamente para los grupos de EI, 1° y 2° de EP).

3. Eguivalencia basada en el computo del resuitado. Este nivel que se co-
rrespontderia con el nivel de protoconmutatividad sugeride por Baroody y Gan-
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non (1984) cuenta con una limitada evidencia empirica, no sélo en el trabajo de
Bermejo y Rodriguez (1993), sino también en el que nos ocupa. Basicamente el
comportamiento de los nifios consistiria en resolver uno o los dos pares conmu-
tados antes de juzgar si son equivalentes. Este tipo de estrategia tan sdlo se mani-
fiesta en la tarea de Comparar Equivalencias (véase Tabla 7), con un escaso nivel
de representacion y exclusivamente en los grupos de 1° y 2° de EP (2.09 % v 2.51 %
medio de los ensayos correctos).

4. Equivalencia prdctica. Los sujetos que han alcanzado este nivel de com-
prension de la conmutatividad mantienen que los pares conmutados son equiva-
lentes sin necesidad de operar, limitdndose a sefiglar que Jos sumandos o los re-
sultados son los mismos. Como se desprende de la informacion contenida en las
Tablas 5, 6 ¥ 7 las alusiones al resultado son muy escasas, produciéndose casi
exclusivamente en los grupos de los mayores (0.82 %, 2.19 % v 3.86 % medio
de los ensayos correctos para los grupos de EI y 1° y 2° de EP). Por ¢l contrario
las referencias a los sumandos abundan en todas las tareas y grupos (94.37 %,
88.6 %o v 65.95 W medio de los ensayos correctos para los grupos de EI, 1° v
2° de EP respectivamente).

5. Conmutatividad formal. En este nivel andlogo al nivel 3 propuesto por
Baroody y Gannon (1984), los sujetos justifican sus respuestas estableciendo la
propiedad conmutativa. De manera que hacen referencia simultidnea y coordina-
damente a los sumandos y ¢l resultado, al indicar que la suma de a+b es la mis-
ma que la de b+a. Este tipo de justificacién se encuentra en todos los grupos,
aunque sélo en el caso de los mayores se mantiene constante a lo largo de las
diversas tareas vy con unos inices notables en relacidn a las demds estrategias
empleadas, mientras que entre los sujetos de menor edad es muy limitada su ma-
nifestacion y tan sélo en [as tareas de Encontrar y Comparar Equivalencias (3.99 %,
6.25 % y 30.14 % medio para los grupos de EI, 1° v 2° de EP),

Conclusiones

En primer lugar, los datos confirman de diverso modo los cinco niveles
del modelo propuesto por Bermejo y Rodriguez (1993) sobre la comprension de
la propiedad conmutativa. A este respecto, €l dato mads sorprendente se refiere
al hecho de que el porcentaje medio de ensayos en el nivel 3 {equivalencia percep-
tiva) resulta notablemente inferior v, asimismo, aumenta de manera considerable
el correspondiente al nivel 4 {equivalencia practica). La explicacién de estos re-
sultados tan dispares podria atribuirse a que en el trabajo de Bermejo y Rodri-
guez (1993) se afiade un factor que aquf no ha sido tenido en cuenta, esto es, el
factor resultado que implica la presencia del signo de igualdad y el resultado en
uno de los pares conmutados. Mas concretamente, en dicho estudio los nifios re-
chazaban la equivalencia cuando en uno de los algoritmos no se hallaba presente
el signo de igualdad y el resultado, pero estos mismos nifios la aceptaban cuando
aparecian exactamente los mismos términos en los pares ¢onmutados, De este
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modo, el primer comportamiento fue clasificado en el nivel de no eguivalencia
{nivel 1}, mientras que ¢l segundo lo fue en el nivel de equivalencia perceptiva
{nivel 2}). Sin embargo, en el presente trabajo, y dadas las condiciones experimen-
tales del mismo, no resulta sencillo determinar si un nifto que acepta la equiva-
lencia aludiendo a los sumandos se encuentra realmente en el nivel de equivalen-
cla practica (nivel 4) 0 en los niveles | ¢ 2. En otras palabras, en este estudio
los pares conmutados son exactamente iguales, salvo por el hecho, como su pro-
pio nombre indica, de que los sumandos estan invertidos, siendo posible que los
nifios acepten la equivalencia porque en ambos contienen los mismos nimeros
y en ambos estd el signo de suma. Mas especificamente, pudiera ser que los por-
centajes correspondientes al nivel 4 estuvieran inflados, correspondiendo parte
de los mismos a los niveles 1 o 2. Por tanto, y de cara a futuros trabajos, resulta
determinante diseftar tareas que nos permitan diferenciar claramente estos niveles.

En segundoe lugar, con independencia de que sea mas abultada la informa-
cidn relativa a unos niveles que a otros, estas etapas ademds de encontrarse con-
ceptualmente ordenadas, podrian ser las seguidas por 1os nifios en la adquisicién
informal de la propiedad conmutativa. Por tanto, los nifios pasarian por los si-
guientes momentos; {1) no equivalencia, (2) equivalencia perceptiva, (3) equiva-
lencia basada en el computo del resultado de uno de los dos pares conmutados,
{4) equivalencia practica y (5) conmutatividad formal. Es decir, aunque estos ni-
veles, como sefialamos unas lineas mas arriba, estan ordenados conceptualmen-
te, no significa que todos los nifios sigan necesariamente la misma ruta eveluti-
va. Al contrario y como ya se ha propuesto en otros trabajos (Bermejo ¥ Rodriguez,
1992; Fuson, 1988) parece mas posible la existenciz de multiples rutas a la hora
de pasar de unos niveles a otros.

En cuanto al efecto de los tamafios de los conjuntos, nuestros datos solo
nos permiten discutirlos parcialmente a 1a luz de los encontrados por otros auto-
res {Baroody, 1982; Ginsburg, 1982). Por un lado, encontramos que este factor
no incide sobre los niveles de ejecucion de los nifios, resultando coherente con
el hecho de que sus estrategias se basan principalmente en los sumandos, stendo
muy reducido el porcentaje de ensayos en los que operan. Por otro, parecen estar
mas préximos a los encontrados por Baroody (1982), en el sentido de que los
nifios mas peguefios no encuentran mayores dificultades para resolver las diver-
sas tareas de conmutatividad cuando se trata de conjuntos grandes. En relaciéon
con lo que indicamos en el primer punto, los problemas de los nifios no estriban
en cuestiones de ejecucion, sino que son de indole conceptual. La proximidad
que proponemos con respecto a los resultados de Baroody (1982) no va mas alla
de la vertiente empirica, ya que en la vertiente tedrica, tal como se recoge en el
apartadoe de introduccidn, la explicacién ofrecida por este autor serfa sustancial-
mente diferente.

Por lo que se refiere a la tercera cuestion planteada al comienzo de este
trabajo, se encuentra que las tareas de verificacion (i.e., Encontrar y Comparar
Equivalencias) obtienen puntuaciones inferiores a la tarea de produccion (i.e., Cons-
truir Equivalencias). Este resultado aunque contrario a los datos encontrados por
otros autores (p. ej., Gelman y Meck, 1983, 1986; Miller ef al., 1984), concuerda
con los datos de Bermejo y Rodriguez (1993). En efecto, la tarea de Construir
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Equivalencias se revela como la mas sencilla porque centra la atencidn de los ni-
fios en los sumandos. Esta explicacidn se encuentra avalada por el hecho de que
este fenndmeno se registra fundamentalmente en los dos grupos de menor edad,
y se ajusta a los pasos propuestos en el modelo de adquisicion de la propiedad
conmutativa.
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