AFINITATS

Podem
escoltar la

forma d’un
tambor?

L’autora mostra com amb equa-
cions matematiques és possible
obtenir informacid sobre caracte-
ristiques fisiques dels instruments
musicals.

Per Marina Logares
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«Comencarem, doncs, entenent

quanta informacio podem saber

d’un instrument musical només
escoltant-lo.»

El matematic polonés Mark Kac va llancar el 1966
aquesta pregunta a la comunitat matematica: podem es-
coltar la forma d’un tambor? La pregunta pot semblar una
autentica bogeria: tret del cas d’habilitats sinestesiques,
veiem formes i escoltem melodies. Pero si la simplifiquem
matematicament, podrem veure que €s una pregunta per-
fectament valida. Comengarem, doncs, entenent quanta
informacié podem saber d’un
instrument musical només es-
coltant-lo. Aix0 si, suposarem
que estem entre les persones
—enormement afortunades: una
entre deu mil!— que tenen una
oida perfecta.

Comencarem, doncs, amb el que
matematicament s’anomena el
model unidimensional del nos-
tre problema; és a dir, ens pre-
guntarem si podem escoltar la
forma de la corda, per exemple,
d’una guitarra. Pero que volem
dir amb la forma de la corda
d’una guitarra? Com que es trac-
ta d’una corda, poca cosa més
podem dir de la seva forma que
la seva longitud. En tot cas, po-
driem parlar del material (i, per
tant, la densitat) amb que esta
fabricada, aixi com de la tensio
amb que ens la trobem, perd sén
propietats fisiques que per simplificar la nostra analisi ob-
viarem. Es a dir, per a ’'arma de la geometria només ens
interessara com a «forma» la longitud de la corda.

Imaginem que disposem d’una corda de longitud desco-
neguda i que, per tant, la denotem amb la lletra L. La nos-
tra corda de guitarra esta fixada als seus extrems a la cla-
villa i al pont, pero a ’hora de mesurar la corda ens
adonem que L és realment la distancia entre el pontila
celleta, ja que aquests sén els punts on la corda no es
mou mai. La nostra corda esta representada, matemati-
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cament parlant, per I'interval [o,L]. La pregunta alesho-
res és: sabrem determinar la longitud de la corda si I’es-
coltem sonar? I, al revés: determinara la longitud de la
corda el so? La resposta a la segona pregunta és el primer
que s’apreén en un curs de guitarra: en trepitjar amb un
dit els diferents trasts, obtenim diferents notes en cope-
jar la corda. D’aquesta manera, la segona pregunta obté
un si rotund. Amb diferents
longituds de la corda, obtin-
drem diferents notes musicals
o, el que és el mateix, diferents
freqiiencies.

Posem fil a ’agulla. Les vibra-
cions de la nostra corda les re-
presentarem mitjan¢ant una
L funcid: f(x, t). La funcié ens diu
quant es desplaga verticalment
la corda a cada punt x de l'in-
terval [o,L] i a cada moment
del temps ¢.

1{11

Recordant que els extrems de
la corda estan fixos (i la corda,
tensa), trobem dues condi-
cions que ha de complir la
nostra funcid f(x, t) i que sén
flo,t) =0if(L,t) =0 en tot
moment ¢, ja que el punt o i el
punt L son els nostres extrems
de I'interval.

D’altra banda, sabem que una corda vibrant ha de satisfer
I’equacié d’ones, és a dir:
PR LE ®
o T ox>’
on p és un nombre real que representa la densitat lineal
de la cordai T és un altre nombre real que representa la
tensid de la corda. Tot i aixo, per simplificar els calculs
considerarem a partir d’aquest moment que la densitat i
la tensié tenen el valor d’una unitat; és a dir: p= T = 1. El

Compas d'amalgama 71



AFINITATS

significat de O consisteix a considerar petits increments
de la funcio f(x, t) en cada variable, i aix0 es coneix com
a derivada parcial de la funcid i es llegeix com a «deriva-
da de la funcié frespecte a x» o «derivada de la funcié f
respecte a t»; el 2 significa que aquest procés s’executa
dues vegades.

En matematiques, les equacions es llegeixen, i aixo té una
rao de ser. La lectura i I'analisi aturada d’una equacié no
només ens ajuden a saber com la resoldrem, sin6 que,
fins i tot sense resoldre-la, ens donen moltes dades sobre
la solucié futura. En el nostre cas, la part esquerra de
l’equacié (1) representa I’acceleracio en el punt x, de la
qual sabem per la segona llei de Newton que és propor-
cional a la for¢a emprada per moure la corda. La part dre-
ta de ’equacié (1) representa la curvatura de la corba di-
buixada per la corda i ’equacié ens diu que com amb més
forca es toca la corda de la guitarra, més es corba la corda
(i es pot trencar si es toca amb massa for¢a). Aixo és fa-
cilment observable, pero hem de pensar en les equacions
com la informacié que necessitariem si no haguéssim vist
mai una guitarra i ens trobéssim tocant amb una en una
habitacid a les fosques.

L’equacio (1) és, en llenguatge matematic, una «equacio
en derivades parcials» que es resol amb un metode molt
senzill conegut com a metode de separacid de variables.
Aquest metode consisteix primer a considerar que la nos-
tra funcio de les variables x i ¢ en realitat esta composta
pel producte de dues funcions cadascuna d’una sola va-
riable, és a dir:

f(x.0)= g(x)h(1), )
on demanem que g(o) = g(L) = o, de manera que conti-

nua complint la condicid f(o,t) = f(L,t) = o. Substituint-ho
a (1), obtenim:

gOR” ()= h(t)g" (x)

0, equivalentment, fora dels valors en que g o /2 s’anullin,
tenim:
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L’equacié (3) té una particularitat important: a la part es-
querra tenim funcions que només depenen de la variable
temporal ¢, mentre que a la part dreta tenim funcions que
uUnicament depenen de la variable espacial x. El fet d’es-
tar igualades implica que totes dues han de ser una cons-
tant que suposarem negativa, és a dir:

8" (x)=—-Ag(x) @
(0 ==Af(), Q)

on A és un nombre real positiu.

Les possibles solucions a (4) sén les funcions sin(V\ x),
cos(VLx) iles seves combinacions lineals, per la qual cosa
de manera més general escrivim g(x)= Asin(Ax)+
+ Bcos(\[Ax) i recordem que ha de satisfer les condicions
de contorn abans esmentades, ¢s a dir, g(0) = 0. Ara bé¢, ja
que cos(0) =11 sin(0) = o, la condicié g(o) = o impli-
caque B=0,iobtenim:

g(x) = Asin(\Ax). ©)
També sabiem que g(L) = o, és a dir, Asin(VA L) = 0, perd

com que la funcié sinus s’anulla en els multiples de =,
aquesta condici6 ens diu que:

VAL =nr.

Aquesta darrera expressio és fantastical, ens dona que el
valor de la constant A, abans desconeguda, és, doncs:

A== @

D’altra banda i com que ara coneixem A, podrem resoldre
de manera analoga I’equacio (5) i obtindrem:

h(t) = Csin(\JAt )+ Dcos(NAt),

on les constants C i D estan determinades per la configu-
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«Coneixer la freqiiencia a que
sona una corda €és el mateix
que coneixer-ne la longitud,

és a dir, la seva forma.»

racié inicial i la velocitat de la corda. El periode d’aques-
tes funcions sinusoidals és 27t / VA, per la qual cosa la seva
freqiliencia, la quantitat de vegades que la funcio recorre
un perfode complet per unitat de temps, és VA / 2. Com
que ja coneixem A, substituint les incognites pels valors a
(7) podem dir que la freqiiencia de la funcid h ésn / 2L, on
n recorre els nombres naturals, de manera que obtenim
que les freqiiencies amb que vibra la corda de la guitarra
sén1/2L,2/2L,3 /2L, etc. La primera freqiiencia, 1/ 2L,
es coneix com a fonamental, és a dir, el to de la corda que
estem estudiant amb la densitat i la tensié que haguem
considerat inicialment

I hem resolt la pregunta! Al mén unidimensional de les
cordes, coneixer la freqiiencia a que sona una corda és el
mateix que coneixer-ne la longitud, és a dir, la seva forma.

Amb aquestes armes tornem, doncs, a la pregunta inicial:
que passa amb un tambor? Ara, en lloc de l'interval de la
recta real [0,L], tenim una regio6 del pla que anomenarem
D. Les coordenades d’un punt en aquesta regio les deno-
tarem per (x,p). I, igual que feiem amb la guitarra, ens
oblidarem de com fem vibrar aquesta membrana, i de la
densitat i la tensi6 de la membrana.

Representarem el moviment de la membrana per la fun-
cié f(x,p,t), que quantifica el desplacament vertical del
punt (x,p) al moment ¢ de la vibracié. De nou, a cada mo-
ment, f(x,y,t) ens dona la foto del comportament de la
membrana en vibrar. La funcid f, per tant, satisfa 'equa-
cié d’ona en dues variables:

W@ Ag
h(t)  glxy)

La membrana del tambor esta, per descomptat, fixada
amb un cercol o similar, que tindra una forma qualsevol
i que és la que volem descobrir, per la qual cosa dema-
nem que f(x,p,t) = 0 per a tots els punts (x,7) que estiguin
alavora de la regid D.

Seguint els mateixos passos que abans, assumim que
flept) = g(xp)h(t) i arribem a ’equaciéd

h'@) __Ag

h(t)  glx.y)

dJ° Jd° . .y .z
on Ag= ‘27 + —f es coneix com el laplacia de la funcid

g De nou, tornem a obtenir una solucié per a h(t), pero
trobar una solucié per a
Ag _
g(x,y)

¢és una cosa extremament complicada sense imposar con-
dicions extres a la regio D.

El1992, C. Gordon, D. Webb i S. Wolpert, usant tecniques
de la geometria riemanniana, van construir dos tambors
amb formes diferents que sonen igual, responent, doncs,
ala pregunta inicial amb un no rotund. Ara bé, encara ens
podem preguntar: que podem escoltar del tambor? Hil-
bert en el seu temps es feia aquesta mateixa pregunta en
els mateixos termes matematics pero per a la radiacié de
cos negre. El seu estudiant Hermann Weyl va mostrar que
el que podem escoltar és I’area del tambor. @
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