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Resumen: El objetivo de esta investigacion fue analizar las definiciones de los conceptos ligados a la co-
rrelacion y regresion en 16 libros de texto de Bachillerato. Se identificaron los conceptos de dependencia
funcional y estadistica, covarianza, correlacion, coeficiente de correlacion, regresion, modelos de regresion,
regresion lineal, recta de regresion, coeficiente de determinacion y bondad de ajuste. Para cada uno de ellos
se estudia el modo en que se definen (en forma operacional o estructural, o a través de ejemplos) y su uso
a lo largo del tema. Se concluye que la presentacion es, en ocasiones, incompleta o parcialmente correcta y
otras se equiparan conceptos no equivalentes.
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ANALYSIS OF CONCEPTS LINKED TO CORRELATION
AND REGRESSION IN HIGH SCHOOL TEXTBOOKS

Abstract: The aim of this study was to analyse definitions linked to correlation and regression in 16
Spanish high school textbooks. The concepts of functional and statistical dependence, covariance,
correlation, correlation coefficient, regression, regression model, lineal regression, regression line,
determination coefficient and goodness of fit were identified as relevant. For each of these concepts, we study
the way in which they are defined (either the operational or structural definition or by using examples) and
their use within the topic of discussion. We concluded that the presentation is sometimes incomplete o, in
part, erroneous. Also, some of them use concepts with the same status as other, nevertheless, are not
equivalent.

Keywords: correlation and regression; related concepts; definitions; textbooks; high school.
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Introduccion

El estudio de la relacion entre dos variables y la posible prediccion de una de ellas (variable res-
puesta o dependiente) a partir de la otra (variable explicativa o independiente), es decir, de la
correlacion y regresion, es fundamental en estadistica y en la investigacion empirica. Por un lado,
este estudio se vincula a la toma de decisiones y, por otro, extiende el concepto de dependencia
funcional a situaciones aleatorias (Crocker, 1981; Moritz, 2004; Lavalle, Micheli, y Rubio, 2006).

Debido a esta importancia, el tema se incluye en Espafa en el primer curso de
Bachillerato en las modalidades de Ciencias y Tecnologia, y Humanidades y Ciencias Sociales
en el curriculo anterior (MEC, 2007), donde se fijaron los siguientes contenidos:
«Distribuciones bidimensionales. Interpretacion de fendmenos sociales y econémicos en los
que intervienen dos variables a partir de la representacion grafica de una nube de puntos.
Grado de relacion entre dos variables estadisticas. Regresion lineal. Extrapolacién de
resultados» (MEC, 2007: 45475). En forma muy similar, se introduce en las especialidades de
Ciencias y Humanidades y Ciencias Sociales en el nuevo curriculo (MECD, 2015).

La ensefianza del tema no es simple, pues se basa en la comprension de multiples
conceptos como los de variable estadistica y distribucion bidimensional; dependencia estadistica,
funcional e independencia; covarianza y correlacion; regresion; variable dependiente e
independiente; modelo y modelo lineal; bondad de ajuste y coeficiente de determinacion.
Investigaciones previas, como por ejemplo el estudio de Estepa (2007), muestran que algunos
alumnos confunden estos conceptos o tienen dificultades en la realizacion de tareas
relacionadas con los mismos.

Para facilitar el aprendizaje de los estudiantes, seria necesario asegurar una correcta
presentacion de estos conceptos en los libros de texto, que se convierten en un recurso de gran
importancia para el alumno y el profesor (Herbel, 2007; Cordero y Flores, 2007), y es un tema
poco investigado hasta la fecha. Aunque algunos autores han analizado la presentaciéon de la
correlacion y regresion en libros de texto (Sdnchez Cobo, 1999; Sanchez Cobo, Estepa, y
Batanero, 2000; Lavalle, Micheli, y Rubio, 2006), no se centraron especificamente en las
definiciones de los conceptos y se realizaron hace tiempo o sobre textos argentinos. En
trabajos previos hemos analizado los problema de correlacién y regresién (Gea, Batanero,
Canadas y Contreras, 2013) y el lenguaje de la correlacion y regresion (Gea, Batanero, Arteaga,
Canadas, y Contreras, 2014) en una muestra de libros de texto espafioles recientes.

El objetivo del estudio que se presenta en este articulo es completar los anteriores,
analizando las definiciones de los citados conceptos en una muestra de libros de texto
recientes de Bachillerato. En lo que sigue analizamos los fundamentos, métodos y resultados del

estudio, fina-lizando con algunas conclusiones para la ensefianza.

2. Fundamentos

2.1. Marco teorico

Un elemento fundamental en la construccion del conocimiento matematico son los conceptos
involucrados en la resolucion de los problemas. Conocimiento conceptual y procedimental son

polos de un continuo, siendo el primero mas flexible y generalizable, ya que incluye la compren-

61



Batanero, C., Gea, M.M., Lopez-Martin, M.M., y Arteaga, P. (2017). Anilisis de los conceptos

asociados a la correlacion y regresion en los textos de bachillerato. Didacticae, 1, 60-76.

DIDACTICAE | \Universitat de Barcelona | ISSN 2462-2737 | DOI: 10.1344/
did.2017.1.60-76

sion de los principios de un dominio dado y sus interrelaciones (Rittle-Johnson y Alibali, 1999;
Rittle-Johnson, Siegler, y Alibali, 2001).

La importancia de las definiciones de los conceptos ha sido analizada por Zazkis y Leikin
(2008), quienes senalan la necesidad de determinar el conjunto de propiedades y justificaciones
que se usaran en la ensefianza y la forma en que se presentara el tema a los estudiantes. Por ello, su
analisis es un problema relevante de investigacion, ya que modelan la relacion entre esta definicion
y la imagen del concepto que crean los estudiantes (Vinner, 1991).

Sfard (1991) describid los conceptos como constructos tedricos que corresponden a la
matematica formal y diferencié entre la definicién estructural (describiendo sus condiciones o
propiedades) y operacional (cuando se describe mediante una operacion o férmula) de un con-
cepto, sugiriendo que ambas son complementarias.

Skemp (1993) indica que los conceptos no pueden ser comunicados simplemente a través
de una definicion; al definir por primera vez un concepto seria necesario proporcionar una colec-
cién apropiada de ejemplos, apoyados en otros conceptos que ya se conocen. Joyce, Weil y Cal-
houn (1986), por su parte, detallan diversos principios a considerar cuando se define un concepto:
(a) la denominacion que se asocia al concepto (palabra o simbolo); (b) sus atributos o propiedades
especificas que lo diferencian de otros conceptos; (c) los ejemplos y contraejemplos del concepto; y
(d) la regla de definicién, que es una afirmacion sintética y precisa elaborada a partir de sus atribu-
tos esenciales. Vergnaud (1982), asimismo, considera el concepto matematico como una tripleta
formada por el conjunto de situaciones que lo hacen significativo; el conjunto de invariantes que
lo constituyen; y las representaciones simbolicas asociadas.

Leikin y Winicki-Landman (2001) indican que las definiciones dan nombre a los concep-
tos y establecen sus condiciones necesarias y suficientes; deben incluir un niimero minimo de tales
condiciones y suelen incluir otros conceptos previamente definidos. Mientras que, desde el punto
de vista matematico, definir supone dar un nombre a un objeto que previamente existia y estaba
caracterizado por unas propiedades, en la ensefianza, la definicion da vida a algo que no existia
para el estudiante (Mariotti y Fischbein, 1997).

Godino (2003) indica que un objeto matematico se caracteriza por su definicién y el enun-
ciado de sus propiedades que pueden variar segtin las instituciones en que se trate, y por tanto, tienen
un caracter relativo. En el marco tedrico del enfoque onto-semidtico propuesto por este autor, se
consideran, ademds de los conceptos o definiciones asociadas, otros objetos matematicos como el
lenguaje, las propiedades, los procedimientos y los argumentos. En este trabajo nos centramos es-
pecificamente en los conceptos asociados a la correlacion y regresion, para complementar nuestros
trabajos previos en los que hemos analizado, dentro de este mismo tema, los problemas y el lenguaje.
Puesto que las definiciones de conceptos son evocadas por el estudiante cuando se enfrenta a la re-

solucion de problemas, es importante analizar el tratamiento que se realiza de éstas en la ensefianza.

2.2. Antecedentes

Aunque hay una amplia investigacion sobre los libros de texto de matematicas, esta tradicion es
menor en estadistica y menor aun las que se centran en las definiciones de los conceptos, que se

resumen a continuacion.
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Cobo y Batanero (2004) analizan las definiciones de la media aritmética en 22 textos de
secundaria, identificando las propiedades que se les atribuyen y las representaciones asociadas.
Las autoras aprecian que algunos de los textos estudiados desarrollan significados parciales de la
media al omitir propiedades bésicas. Garcia-Alonso (2011) compara las definiciones de conceptos
de inferencia en cuatro libros de texto de Bachillerato de Ciencias Sociales, mostrando, en ocasio-
nes, sesgos en las definiciones; ademas, algunos libros usan ejemplos para definir un concepto sin
llegar a definirlo en forma estructural, mediante sus propiedades.

El primer antecedente directo de nuestro trabajo es el de Sanchez Cobo (1999), que estu-
dia las definiciones relacionadas con la correlacion y regresion en 11 textos de Bachillerato publi-
cados entre 1977 y 1990, clasificindolas segin describan sus propiedades (definicién estructural,
segun Sfard, 1991), en forma operacional o bien una mezcla de las anteriores. El autor observa que
sdlo dos libros presentan la definicion de los conceptos antes de dar ejemplos de ellos y la mayoria
se reduce a una definicion operacional. Analiza con detalle los contenidos expuestos, indicando
que solo tres libros incluyen la diferenciacion entre dependencia funcional, aleatoria e indepen-
dencia. La mayoria de los textos incluyen la correlacion y la diferenciacion de las dos rectas de
regresion. Mas recientemente, Lavalle, Micheli y Rubio (2006) analizan la correlaciéon y regresion
en siete libros de texto argentinos de Bachillerato, pero no se centran en las definiciones.

Enlo que sigue se presenta nuestro trabajo, que complementa los anteriores, comenzando
por la descripcion de la metodologia. Seguidamente se presentan los resultados, y se finaliza con

algunas implicaciones para la ensefianza.

3. Metodologia

Se analizaron 16 libros de texto de Bachillerato, de publicacion reciente, 8 de cada una de las mo-
dalidades en que se ensefian estos contenidos (Humanidades y Ciencias Sociales y Ciencia y Tec-
nologia). Para cada editorial se estudian los textos correspondientes a las dos modalidades citadas
(ver Anexo) que actualmente se utilizan y corresponden a editoriales de prestigio, elegidas por su
amplia difusién en Andalucia. En ellos se identificaron los conceptos presentados en el tema de
correlacion y regresion, clasificindolos respecto a los dos campos de problema principales que
se determinaron en un estudio histdrico previo del tema (Estepa, Gea, Cafadas, y Contreras,
2012): analisis de dependencia entre variables y prediccion.
Sobre cada uno de los conceptos identificados en estos dos campos de problemas se ana-
lizan dos variables:
V1. Tipo de definicién del concepto, que puede ser mediante ejemplos (E), usual-
mente utilizando implicitamente la definicién, o mediante una definicion explicita
formal (F); que de acuerdo a Sfard (1991) puede ser operacional (O) o bien estruc-
tural (S), o bien mezclando varios de estos tipos de definiciones. Se ha tenido tam-

bién en cuenta si los ejemplos se proponen antes de la definiciéon, como es
sugerido por Skemp (1993) y Joyce, Weil, y Calhoun (1986).

V2. Uso en el tema. Para analizar la importancia relativa de cada concepto, se ha
tenido en cuenta si el uso del concepto es continuado a lo largo de todo el tema (S),
si se usa esporadicamente (P), o se define pero no se usa (N).
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En lo que sigue presentamos y discutimos los resultados. En primer lugar, se realiza un
analisis cualitativo de las caracteristicas especificas de las definiciones de los conceptos identifi-
cados, mostrando cuando sea preciso ejemplos de la forma en que se definen. Seguidamente, se

realiza una sintesis del tipo de definicion y su uso a lo largo del tema.

4. Resultados y discusion

4.1. Conceptos ligados al estudio de la dependencia entre dos variables

Comenzamos nuestro andlisis por los conceptos ligados a la dependencia estadistica, pues, como
indica Sanchez Cobo (1999), su estudio es un paso previo al andlisis de regresion, ya que la exis-
tencia de dependencia entre variables es la motivacion en la busqueda de modelos que permitan
expresar relaciones funcionales entre las mismas. A continuacion se analizan los conceptos aso-
ciados, asignandoles un cédigo que se utiliza posteriormente en las diferentes tablas de resumen

de resultados.

4.1.1. Caracteristicas de las definiciones

C11. Dependencia funcional. Conviene que al comenzar el estudio de la correlacion y regresion,
los libros recuerden la definiciéon de dependencia funcional. Al contrario que en el estudio de
Sanchez Cobo (1999), todos nuestros textos la describen, diferenciandola de la estadistica, aunque
practicamente se utiliza sélo al inicio del tema para introducir otros conceptos como la correla-
cion, covarianza y el coeficiente de correlacion lineal. Es frecuente presentarla a partir de ejem-
plos, a veces presentando como contrapunto otros de dependencia aleatoria. Por ejemplo, en [T1]
(ibid: 331), se incluye como ejemplo la altura que alcanza una piedra al lanzarla hacia arriba con
diferente fuerza, resaltando que a cada valor de la variable independiente (fuerza) se da s6lo uno
de la dependiente (altura).

Algunos textos ([H2], [H8] y [T2], [T8]) consideran sindnimos los conceptos de depen-
dencia y correlacion, lo que muestra una falta de precision en los mismos pues, el concepto de
dependencia es mas amplio. Por ejemplo, [H2] y [T2] definen correlacion funcional del siguiente
modo: «Correlacion funcional: todos los puntos estan situados sobre una recta o una curva. Existe
una relacion funcional entre las variables X e Y» ([H2], ibid: 248). Por otra parte, en [H7] y [T7]
se identifica la relacion funcional con la existencia de relacion no lineal, sin tener en cuenta que
puede haber dependencia estadistica de tipo no lineal: “La nube de puntos se puede ajustar tam-
bién a una funcién que no sea una recta. A este tipo de dependencia se le denomina dependencia
funcional» ([T7], ibid: 305).

C12. Dependencia estadistica o aleatoria. Al definir este nuevo tipo de dependencia se
amplia el concepto de dependencia funcional, ya conocido por los estudiantes. La dependencia
estadistica se define en todos los textos, salvo en [H2] y [T2], siempre con ejemplos para facilitar
su comprension. En ocasiones se identifica con correlacion, aunque el concepto de dependencia
estadistica es mas amplio, pues la correlacion se limita al tratamiento de variables cuantitativas,
mientras que también existe la dependencia estadistica entre variables cualitativas o mixtas. Sélo

[H4] y [T4] precisan las diferencias entre ambas nociones. En ocasiones se observa que existe una
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relacion entre las variables, pero dicha relacion no puede expresarse como una funciéon matemati-
ca. En este caso se dice que entre las variables X e Y existe una dependencia estadistica, que podra
ser fuerte o débil ([T4]: 338).

C13. Independencia. Este concepto no siempre es bien comprendido por los estudiantes,
como se mostré en Canadas (2012). Sirve de apoyo para el desarrollo de las ideas de correlacién y
regresion y, de manera implicita o explicita, fundamenta el disefio de muchas tareas.

A pesar de su uso generalizado en este tema, las definiciones que se presentan en los textos
suelen ser imprecisas o parcialmente correctas, ya que se identifica correlacion nula e independen-
cia. Estos términos no son idénticos pues, en caso de dependencia no lineal (por ejemplo parabo-
lica), pudiera darse un coeficiente de correlacion igual a cero, siendo las variables dependientes.
Una definicién correcta se incluye en [H4] y [T4]: «Cuando no existe dependencia funcional ni
estadistica, se dice que hay independencia estadistica entre las variables» ([H4]: 224).

En [H1], [H2], [H8] y [T1], [T2], [T8] no se comenta la diferencia entre variables inde-
pendientes e incorreladas. Por otro lado, [H7] y [T7] no definen la independencia, utilizando en
su lugar expresiones como «dependencia débil», aunque incluyen tareas donde la relacion es prac-

ticamente de independencia como se muestra en la Figura 1.

A partir de los diagramas de dispersion, decide si hay o no
dependencia lineal y, en su caso, si es fuerte o débil,

y si es positiva 0 negativa.
a) v (4] y

X X
b) d

X X

Figura 1. Tarea de interpretacion de dependencia
a partir del diagrama de dispersion ([T7]: 316)

Suponemos que el concepto de independencia es considerado sencillo, quiza motivado
por su facil visualizacién en el diagrama de dispersion. Aun asi, nuestra opinion es que los libros
debieran definir con precision este concepto, pues es la base de muchos temas estadisticos poste-
riores. Por ejemplo, en inferencia, un supuesto basico de aplicacion de la mayor parte de contrastes
estadisticos es admitir la independencia estadistica de los datos de la muestra.

C14. Correlacion. Puesto que puede haber diferentes intensidades de dependencia esta-
distica, se crea la necesidad de medir la relacion entre las variables de estudio. Este concepto se
define en todos los textos, menos en [H7] y [T7], que, sin definirlo, plantean tareas de calculo del
coeficiente de correlacion: «Estudia la correlacidon entre estas variables, utilizando la calculadora

para realizar las operaciones. [...]» ([H7]: 253). Como se ha indicado, es comun identificar corre-
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lacién y dependencia estadistica, sin requerir que las variables sean numéricas. Esta situacion se
presenta en cuatro de los textos que analiza Sanchez Cobo (1999), aunque nuestro caso es mucho
mas frecuente.

Destacamos los textos [H3], [H5], [H8], [T3] y [T5], que incluyen la definicién de corre-
lacién espuria o casual (Barbancho, 1973), aunque apenas la usan posteriormente; [H8] incluye
esta definicion al final del tema, en una seccién denominada «correlaciones engafiosas». Ademas,
[H3], [T3] y [H8] presentan la correlacion espuria incorrectamente, como complementaria a la re-
lacién de causalidad, como se muestra en el siguiente ejemplo en el que [H8], a pesar de considerar
otras relaciones de dependencia como la dependencia causal unilateral y la dependencia indirecta,
indica la siguiente propiedad:

Hoy en dia se encuentran muchos ejemplos de variables entre las que hay una fuerte correlaciéon

sin que exista una relacion causa-efecto entre ellas. Cuando esto ocurre nos encontramos frente

a una correlacion espuria ([H8]: 265).

Por otro lado, los ejemplos que proponen estos textos tratan de relaciones de dependencia

indirecta, que las denominan espurias, como el siguiente:

Son muchos los casos en los que dos caracteres varian a la vez, sin que por ello estén correlacio-
nados. Por ejemplo: las canas y la miopia de las personas. Es posible que entre los canosos haya
mas miopes, pero no por ser canosos sino por ser mayores. Este tipo de falsas correlaciones se
llaman espurias ([H5]: 252).

C15. Covarianza. La covarianza proporciona una primera medida del tipo de dependen-
cia entre variables cuantitativas y se define formalmente en todos los textos analizados, al igual
que en la mayoria de los de Sanchez Cobo (1999). Es muy utilizada en los textos en el calculo del
coeficiente de correlacion lineal; principalmente desde listado de datos y sélo en casos aislados
mediante el uso de tablas de doble entrada. Ello explica la poca precision en la notacion asociada
a su féormula, que, en general, utiliza un sumatorio sencillo. Por lo general, la definicién se acom-
pana de ejemplos.

Para introducir el concepto los textos [H1], [H2], [T1] y [T2] utilizan un recurso didacti-
co propuesto en Holmes (2001) (Figura 2). Consiste en la division en cuatro cuadrantes de la nube
de puntos, utilizando rectas paralelas a los ejes que pasan por el centro de gravedad formado por
las medias de cada variable. Esta presentacion permite al estudiante desarrollar una comprension
mas significativa de la misma. [H6], [H8] y [T6] ofrecen la misma interpretacion, aunque no pre-
sentan la gréfica.

Covarianza

Se llama covarianza al parametro:
Ix,-%) (-7 Zx,
Oy = n R

Ambas expresiones, como es l6gico, coinciden. La segunda de ellas
es mas comoda para obtener numéricamente la covarianza.

En la figura adjunta, cada sumando (x, - ¥) (), - ¥) de la covarianza es el drea de un rec-
tingulo como los que aparecen en la figura.

Segun donde esté situado (x;, y) respecto a (X, ), el drea (x; - %) - (y, - 7) serd positiva
T (rojo) o negativa (gris). Si los puntos estin préximos a una recta de pendiente positiva, los
sumandos son casi todos positivos y la covarianza es grande

Figura 2. Definicién e interpretacion de la covarianza ([H1]: 228)
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C16. Coeficiente de correlacion de Pearson. Puesto que puede haber diferentes intensi-
dades de dependencia estadistica, donde la covarianza en si misma no facilita la comparabilidad
entre diferentes relaciones, se crea la necesidad de definicién del coeficiente de correlacion. El
coeficiente de correlacion de Pearson informa de la intensidad y el sentido de la dependencia
lineal de las variables, y ademas es adimensional. Es definido en todos los textos, generalmente
desde el punto de vista operacional y acompanado de ejemplos, que en su mayoria, implicitamen-

te, ofrecen una definicion estructural del mismo. Asi, en [H4: 225] se indica:

Con la observacién de la nube de puntos correspondiente a una distribucién (X,Y) podemos
identificar la correlacion existente entre las variables X e Y. Ademds, podremos cuantificar esta
correlacion utilizando coeficientes; en particular, para cuantificar la correlacion de tipo lineal

usaremos el coeficiente de correlacién lineal de Pearson, cuya expresion es: S

Las definiciones suelen ser correctas; solo los textos [H1], [H2], [T1] y [T2] pudieran in-
ducir confusion en el estudiante, pues no se indica que este coeficiente pudiera no ser apropiado
en otro tipo de dependencia; por ejemplo, curvilinea. Este hecho se resalta en [H5] y [T5], que
completa su definicidn, anadiendo:

Este coeficiente [coeficiente de correlacion lineal] mide exclusivamente la correlacion lineal
entre variables. Por tanto, puede haber otro tipo de correlacién no detectada por r. Por ejemplo,

r no detectaria la correlacién exponencial perfecta que hay entre los puntos (-1, 0.5), (0,1), (1,2),

y (4,16), que pertenecen todos a la grafica de y = 2X ([H5]: 255).

4.1.2. Sintesis de la presentacion de conceptos ligados a la dependencia
Practicamente todos los conceptos considerados en este apartado se contemplan en la mayoria
de los libros (Tabla 1) y los textos de la misma editorial, dirigidos a las dos modalidades de Ba-
chillerato, introducen los mismos conceptos e incluso los presentan del mismo modo. Por tanto,
no se tiene muy en cuenta las recomendaciones de las orientaciones curriculares de disminuir la

formalidad de los temas en el Bachillerato de Humanidades y Ciencias Sociales.

Modalidad Conceptos H1 H2 H3 H4 H5 H6 H7 HS8
Humanidades y C11.Dependencia funcional ES ES ES SE SE SE SE SE
CC Sociales Cl12.Dependencia estadistica o aleatoria ES ES SE SE SE SE SE
C13.Independencia ES ES ES SE SE SE

C14.Correlacién ES SE ES SE SE SE SE

Cl15.Covarianza OSE OSE OE OE OSE OSE OE OSE

C16.Coeficiente de correlacion lineal OSE OSE OSE OSE SOE OSE OSE OSE
T1T T2 T3 T4 T5 Té6 T7 T8

Ciencia y Cl1.Dependencia funcional ES ES ES SE SE SE SE SE
Tecnologia C12.Dependencia estadistica o aleatoria ES ES SE SE SE SE SE
C13.Independencia ES ES ES SE SE SE

C14.Correlacion ES SE ES SE SE SE SE

C15.Covarianza OSE OSE OE OE OSE OSE OE OE

C16.Coeficiente de correlacion lineal OSE OSE OSE OSE SOE OSE OSE OSE

E=mediante ejemplos; O=definicion operacional; S=definicién estructural

Tabla 1. Forma de introduccion de los conceptos ligados a la dependencia.

Practicamente se presentan todos los conceptos que hemos identificado y se acompaian

siempre con ejemplos. La definicion suele ser estructural, es decir, indicando las propiedades ca-
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racteristicas del concepto; se completa con una definicién operacional para la covarianza y coefi-
ciente de correlacion; tan solo en [H5] y [T5] se introduce en primer lugar la definicién operacio-
nal. Esta presentacion difiere de la encontrada por Sanchez Cobo (1999), donde los libros que él
analiz6 presentaban generalmente s6lo la definicién operacional de los conceptos.

Otra diferencia es que, para el resto de los conceptos [H1], [H2], [H3], [T1], [T2] y [T3]
presentan los ejemplos antes de la definicidn, lo que indica una orientaciéon mas constructivista del
texto. El resto de textos lo hace al contrario; es decir muestran mayor orientacion teorfa-practica.
En el estudio de Sanchez Cobo (1999) sélo dos libros presentan las definiciones antes de dar ejem-
plos de los conceptos, segtin recomienda Skemp (1983) y Joyce, Weil y Calhoun (1986).

En la Tabla 2 podemos observar que estos conceptos son muy utilizados a lo largo del tema,
principalmente la covarianza, correlacion y coeficiente de correlacion. Las relativas a la dependen-
cia y sus tipos tienen poco uso en algunos textos; se ven sustituidas en gran medida por el de corre-
lacién, planteando tareas al estudiante en las que se utilizan, aunque no aparezcan como tales en sus
enunciados, como es el caso de los textos [H6], [T6], [T8] y [H8]. Por ello, el profesor debera estar
atento a la adquisicion de la idea de dependencia y sus tipos por parte del estudiante, junto a su uso
apropiado y lenguaje preciso, ya que el libro de texto se centra mas en la medida de la intensidad

de la dependencia que en su interpretacion, como base al estudio posterior de la regresion.

Modalidad Conceptos H1 H2 H3 H4 H5 H6 H7 HS8
Humanidades y Cl11.Dependencia funcional s P S P P S S P
CC Sociales C12.Dependencia estadistica o aleatoria S s P P P S P
Cl13.Independencia P P S P P P
C14.Correlaciéon s § S P S S N
C15.Covarianza p S P S§ S P S S
C16.Coeficiente de correlacion lineal s § S § S S S S

T1 T2 T3 T4 T5 Té T7 T8

Ciencia y C11.Dependencia funcional s p S P P S S P
Tecnologia C12.Dependencia estadistica o aleatoria S s Pp P P S P
Cl3.Independencia P P S P P P
Cl4.Correlaciéon s § S P S S N
C15.Covarianza p S p S S P S S
C16.Coeficiente de correlacion lineal s § § S S § S S

S=se usa a lo largo de todo el tema; P=uso esporadico.
Tabla 2. Uso en el tema de los conceptos ligados a la dependencia.

4.2. CONCEPTOS LIGADOS AL ANALISIS DE LA REGRESION

Una vez aceptada la dependencia entre variables, el siguiente problema es buscar un modelo que
permita la prediccion de la variable dependiente, conocido un valor de la independiente. A conti-
nuacion, se analizan los conceptos asociados, asignandoles un co6digo que se utiliza posteriormen-

te en las diferentes tablas de resultados.

4.2.1. Caracteristicas de las definiciones
C21. Variable dependiente e independiente. La primera idea importante en regresion es la diferencia
entre variable dependiente e independiente ya que, una vez aceptada la dependencia entre las varia-
bles, se necesita seleccionar qué variable servira como respuesta o predictora para expresar, en forma

de ecuacion, una variable en funcién de otra. Estos conceptos se suelen utilizar implicitamente en
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los textos al exponer que existen dos rectas de regresion y advertir de su uso adecuado, al igual que

ocurre en el estudio de Sanchez Cobo (1999). Un ejemplo se muestra a continuacion ([H4]: 226):

Si X se considera la variable independiente e Y la variable dependiente, la ecuacion de la recta

de regresion es:

y-y =2 fe-5)

SX
Esta recta se denomina recta de regresion de Y sobre X. A partir de ella, conocidos los valores
de X, y sustituyéndolos en la ecuacidn, se pueden calcular con una cierta aproximacién los
valores de Y.
Si se considera Y como variable independiente y X como variable dependiente, se obtiene la

recta de regresion de X sobre Y, cuya ecuacion es:

Igual que en el caso anterior, conocidos los valores de Y, y sustituyéndolos en la ecuacion de la

recta, se obtienen con cierta aproximacion los valores de X.

La definicion explicita se encuentra sélo en [H5], [T5] y en [H8] del siguiente modo ([H8]:
254): La variable dependiente es aquella que se quiere estimar, y la variable que se utiliza para ello
se denomina variable independiente.

C22. Regresion. Como sefiala Moore (2005), la regresion es un método general para mo-
delizar las relaciones entre variables. Al contrario que en el estudio de Sanchez Cobo (1999), hay
un escaso tratamiento de la definicion general de regresion, lo que nos lleva a pensar que la ense-
flanza se centra mas en la regresion lineal que en el propio concepto general de regresion. Cuando
se incluye suele ser de modo implicito; solo [H3], [H4], [T3] y [T4] introducen una definicién
explicita como por ejemplo: «Al analisis que pretende determinar la curva que mejor aproxima
un diagrama de dispersion se le llama regresion» ([H3]: 226). En [H4] y [T4] se resalta su utilidad
predictiva ([T4]: 340):

La regresion consiste en tratar de encontrar una funciéon matematica que relacione las variables

X e Y de una distribucién bidimensional, de forma que, si se conoce el valor de una variable, se

puede calcular el correspondiente de la otra, con mayor o menor aproximacion.

En todos los textos donde se define la regresion se define también regresion lineal, a veces
en forma imprecisa; otros como [H5], [H6], [H8] y [T5], [T6], [T8], aluden a la regresion lineal
sin definirla.

C23. Modelos no lineales de regresion. Los textos analizados raramente definen modelos
no lineales de ajuste a los datos, limitando asi el significado de la regresion. La proporcion de tex-
tos que la incluyen es parecida a la encontrada por Lavalle, Micheli y Rubio (2006), donde sélo dos
de los siete textos que analizan la incluyen. En nuestro estudio la hemos encontrado en seis de los
dieciséis textos analizados ([H4] [H5], [H6] y [T4] [T5], [T6]). Un ejemplo seria el siguiente:

Aunque aqui nos limitaremos a la regresion lineal, existen otros modelos de regresién para
ajustar otros tipos de correlacién. Por ejemplo, regresion cuadrética si la nube de puntos tiene

forma parabdlica, o regresion exponencial cuando los puntos se ajustan a funciones exponen-
ciales ([T5]: 364).
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En otros textos su definicién queda implicita, como en el siguiente ejemplo:

Si en una variable (X,Y) existe una correlacién fuerte entre las variables X e Y, el andlisis de la
regresion permite encontrar la ecuacion de la funcién matematica que mejor se ajusta a la nube
de puntos. Esta puede ser una recta, una parabola, una exponencial, una ctibica, etc. A partir de

aqui nos centraremos en el estudio de la regresion lineal ([H4]: 226).

Otros, a pesar de no definirla, plantean tareas donde el modelo de ajuste mas indicado sea
curvilineo. Los casos mds extremos son [H2] y [T2], que no definen los modelos no lineales de
regresion y proponen un 37% de las tareas cuyos datos se ajustan a un modelo polinémico de se-
gundo o tercer grado. No obstante, la situacion es mejor que en la investigacion de Sdnchez Cobo
(1999), donde sélo en cinco de los 11 libros analizados hubo ejemplos de regresion no lineal.

C24. Rectas de regresion. Todos los textos analizados definen las rectas de regresion, aun-
que [T8] lo hace en forma imprecisa: «La recta que mejor se aproxima a la nube de puntos se llama
recta de regresion de Y sobre X» ([T8]: 324). Como en Sanchez Cobo (1999), el apartado sobre la
regresion se conforma principalmente alrededor de la determinacion de las dos rectas: Y sobre X'y
X sobre Y, segin qué variable se considere como dependiente e independiente. Ademas, todos los
textos describen el método de minimos cuadrados como el procedimiento que permite obtener
aquella recta que minimiza los cuadrados de las diferencias entre los datos tedricos y los observa-
dos. La definicién se usa para motivar los calculos de la pendiente y ordenada en el origen.

A pesar de diferenciar a nivel tedrico las dos rectas de regresion, como se indicé anterior-
mente, [H1], [H2], [H5], [H6], [H7], y [T1], [T2], [T5], [T6], [T7] presentan tareas donde no se
indica cual es la variable dependiente e independiente en el modelo:

La tabla adjunta da los alargamientos de una barra metalica por efecto de cambios en la tempe-

ratura. Calcular la recta de regresion y hacer algunas estimaciones ([H1]: 231).

El tratamiento de datos atipicos y la recta de regresion respecto a la mediana sélo se in-
cluyen en [H8] y [T8]. En cuanto a la utilidad predictiva de la recta de regresion, sélo la mitad de
los textos analizados ([H1], [H2], [H4], [H6] y [T1], [T2], [T4], [T6]) la resaltan. Estos resultados
coinciden con los de Sanchez Cobo (1999), quien sefiala que se suele resaltar mas el calculo y
ajuste de la recta de regresion a los datos (siete de los once textos en su estudio) que su caracter
predictivo (tres de los once textos), siendo ésta ultima su mayor utilidad.

C25. Coeficientes de regresion. Para determinar la recta especifica de regresion que se
ajusta a unos datos, deben calcularse sus parametros. La pendiente de la recta se denomina coefi-
ciente de regresion, y es posible calcular dos diferentes, dependiendo de qué variable se considere
como dependiente. S6lo [H1], [H2], [H4] y [T1], [T2], [T4] definen los coeficientes de regresion.
La definicién es parcialmente correcta en [H1] y [T1] pues sélo se considera el coeficiente de re-
gresion de Y sobre X, lo que puede llevar a pensar al alumno que la misma recta se puede utilizar
para predecir X conocido Y. Un ejemplo en [H1]: 230 es el siguiente:

. d2 . ., - Oy -
Larecta que hace minima la suma E i tiene por ecuacion: Yy =)+ — X=X

X
Se llama recta de regresion de Y sobre X.
o

. o . .
A la pendiente, 52 %€ la llama coeficiente de regresion.
X
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C26. Coeficiente de determinacion. Bondad de ajuste. Una vez determinadas las rectas de
regresion, se utiliza el coeficiente de determinacion (cuadrado del coeficiente de correlacion de
Pearson) para valorar la bondad del ajuste. Si este coeficiente toma el valor 1 el ajuste es perfecto,
siendo peor conforme se acerca a 0. Este coeficiente también puede interpretarse como la propor-
cién de varianza de la variable dependiente que es explicada por el modelo de regresion.

Este coeficiente solo se define en [H5], [H6], [T5], [T6] y [T8], mientras que el resto de
textos tratan este concepto implicitamente, cuando valoran las estimaciones que se realizan con la
recta de regresion. En [H6] y [T6] se define de manera operacional la bondad de ajuste, dando la

formula de este coeficiente, sin indicar como se denomina a esta expresion al definirlo:

En ocasiones, con el fin de calcular la calidad o bondad del ajuste realizado mediante la recta de
regresion y, por tanto, la fiabilidad de las predicciones que con ella se puedan realizar, se utiliza
la expresion (r2-100)%, que nos da el porcentaje en el que la variable Y se justifica por el valor
de la variable X ([H6]: 185).

Obviamente, la fiabilidad del modelo influye en la fiabilidad de la prediccién, pero tam-
bién influyen otros aspectos, como por ejemplo, que el valor utilizado en la prediccion se encuen-

tre en el intervalo de valores utilizados para el modelo y su proximidad a la media.

4.2.2 Sintesis de la presentacion de la regresion en el tema
Vemos en la Tabla 3 que todos los textos definen las rectas de regresion y ademas incluyen tanto
la definicidn estructural como la operacional, aunque no siempre en el mismo orden. Hay predo-
minio de las definiciones acompanadas de ejemplos, siguiendo entonces las recomendaciones de
Skemp (1993) y Joyce, Weil y Calhoun, (1986), aunque también varia el lugar donde se introducen
ya que, en la mitad de los textos se incluyen los ejemplos antes de indicar la definicién y en el resto
posteriores a la definicion. Los ejemplos se suelen incluir utilizando diagramas de dispersion que
anaden la recta de minimos cuadrados y mostrando la distancia de los puntos de la nube a la recta,
la tendencia de la variaciéon conjunta y la diferencia entre el valor observado y el predicho. Esto

mismo ocurre en la investigacion de Sanchez Cobo (1999).

Modalidad ~ Conceptos HlI H2 H3 H4 H5 H6 H7 HS8
Humanidadesy C21.Variable dependiente e
CC Sociales independiente N N
C22.Regresion ES SE
C23.Modelos no lineales de regresion SOE SOE
C24.Coeficientes de regresion (¢} Nei (¢}
C25.Rectas de regresion ESO EOS SO SOE SOE SOE SOE SO
C26.Bondad de ajuste. Coef. de
determinacion SOE OE
Conceptos T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8
Cienciay C21.Variable dependiente e
Tecnologia independiente S
C22.Regresion ES SE
C23.Modelos no lineales de regresion SOE SOE
C24.Coeficientes de regresion (¢} SO (¢}
C25.Rectas de regresion ESO EOS SO SOE SOE SOE SOE SO
C26.Bondad de ajuste. Coef. de
determinacion SOE OE SOE

E=mediante ejemplos; O=definicién operacional; S=definicion estructural

Tabla 3. Forma de introduccion de los conceptos ligados a la regresion.
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El resto de conceptos analizados aparece tan solo en textos aislados; asi encontramos pocos
textos que definen la diferencia entre variable dependiente e independiente y sélo en forma estructu-
ral, sin mostrar ejemplos. El concepto de regresion es definido sdlo en forma estructural y por pocos
textos. Igualmente los de modelos no lineales, coeficiente de regresion y coeficiente de determina-
cion son escasamente definidos, aunque se definen tanto estructuralmente como operacionalmente.

En cuanto a las modalidades de bachillerato, encontramos diferencias s6lo en los textos
[H8] y [T8], ya que en este ultimo no se incluye la definicién de variable dependiente e indepen-

diente, aunque si la del coeficiente de determinacion.

Modalidad  Conceptos H1 H2 H3 H4 H5 H6 H7 HS
Humanidades C21.Variable dependiente e independiente N N
y CC Sociales C22.Regresion N N
C23.Modelos no lineales de regresion S P
C24.Cocficientes de regresion P N N
C25.Rectas de regresion S S S S S S S S
C26.Bondad de ajuste. Coef. de determinacion S S
Conceptos TI T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8
Cienciay C21.Variable dependiente ¢ independiente N

Tecnologia C22.Regresion N N
C23.Modelos no lineales de regresion S P
C24.Coeficientes de regresion P N N
C25.Rectas de regresion s § § S S S S S
C26.Bondad de ajuste. Coef. de determinacion S S S

S=se usa a lo largo de todo el tema; P=uso esporadio; N=no se usa

Tabla 4. Uso en el tema de los conceptos ligados a la regresion.

Al analizar el uso de estos conceptos, podemos observar (Tabla 4) como la definiciéon que
mas se usa es la de recta de regresion; asi es que, en general, otros conceptos tienen un uso muy po-
bre. Este hecho es debido a que algunos textos plantean la regresion desde un enfoque algoritmico,
donde el estudiante se limita a calcular las rectas de regresion (principalmente la de Y sobre X) y
hacer predicciones a través de ellas, pero no se incluyen actividades interpretativas ni de reflexion
sobre los conceptos o sus propiedades tal y como se recomienda en las orientaciones internacio-
nales para el desarrollo de la competencia matematica en el proyecto PISA/OECD (OECD, 2004).
Mas aun, algunos textos plantean tareas donde el diagrama de dispersién muestra una clara ten-

dencia curvilinea de los datos, y se pide realizar un analisis de regresion lineal.

Conclusiones e implicaciones para la ensenanza
El analisis realizado permite cumplir el objetivo de este trabajo, que fue caracterizar las definicio-
nes de los conceptos ligados a la regresion y correlaciéon en una muestra amplia de libros de texto
espanoles de Bachillerato. Para ello se han analizado el tipo de definicion y su uso a lo largo del
texto, comparando entre textos de la misma modalidad de Bachillerato segtin diferente editorial y
entre las dos modalidades en una misma editorial.

Estos resultados completan los estudios previos ya que, ademas de actualizar el estudio de
Sanchez Cobo (1999) y Lavalle, Micheli y Rubio (2006), un punto original en nuestro trabajo es la
clasificacion de las definiciones los conceptos siguiendo la propuesta de Sfard (1991) (estructural u

operacional). Igualmente, se han completado nuestros trabajos previos sobre las variables incluidas
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en las situaciones problema de correlacion y regresion (Gea, Batanero, Canadasy Contreras, 2013)
y el lenguaje de la correlacion y regresion (Gea, Batanero, Arteaga, Canadas y C ontreras, 2014).

Una primera conclusion del estudio es la escasa presencia de definiciones relativas a la
regresion, exceptuada la de la recta de regresion, en comparacion con las que se incluyen referidas
a la dependencia entre las variables. Esta falta de atencion a la regresion creemos que se debe a
la amplitud que en el tema se dedica al concepto de correlacion, con lo que la ensefianza de es-
tos topicos queda descompensada. Como se ha indicado, la principal finalidad del estudio de la
dependencia es ajustar posteriormente un modelo que sirva para la prediccion. Recomendamos
consecuentemente, incluir las definiciones de regresion, modelo de regresion y coeficientes de
regresion, que sélo son incluidos en algunos libros.

Los conceptos incluidos en los textos se suelen definir acompafiados de ejemplos, aunque
no siempre se presentan los ejemplos antes de la definiciéon, como recomienda Skemp (1993) y
Joyce, Weil y Calhoun (1986). Seria también admisible la presentacion formal seguida por ejem-
plos, que aparece en otros textos, aunque es preferible lo contrario.

En los casos en que hay una definicion explicita de los conceptos, observamos un pre-
dominio de la presentacion operacional (Sfard, 1991). En este sentido, recomendamos, cuando
sea posible, dar relevancia a la definicidn estructural de los conceptos pues encontramos, en los
conceptos que se definen, un énfasis en los aspectos operacionales, sin prestar mucha atencién al
significado y aspectos interpretativos. En este sentido, recordamos que para conseguir una com-
prension conceptual adecuada de cualquier topico se deben incluir los principios del
dominio dado y sus interrelaciones (Rittle-Johnson, Siegler, y Alibali, 2001).

Autores como Ouvrier-Buffet (2004) han mostrado las dificultades que tienen los estu-
diantes para realizar definiciones o comprender definiciones de los conceptos y, por lo tanto, es
importante que los libros de texto presenten definiciones asequibles y completas. Por ello los au-
tores de los libros de texto debieran recoger las recomendaciones sugeridas por los autores que
hemos descrito en el marco teérico y de otros que se han interesado por el proceso de definicion y
se sintetizan en Escudero, Gavilan y Sanchez-Matamoros (2014).

Otro resultado del estudio, aunque dirigidos a alumnos con diferente preparacién y moti-
vacion, es que no se han observado grandes diferencias en los libros de texto de las dos modalidades
de Bachillerato. De hecho, la misma editorial suele hacer una presentaciéon muy parecida o idéntica
del tema a ambos tipos de alumnos; e incluso se incluyen menos definiciones en los textos de la mo-
dalidad de Bachillerato en Ciencias y Tecnologia, a pesar de que para estos alumnos las directrices
curriculares oficiales (MEC, 2007; MECD, 2015) sugieren presentar el estudio de las matematicas
con mayor grado de formalidad que en el Bachillerato de Humanidades y Ciencias Sociales.

Para finalizar, hacemos notar que todos estos resultados han de interpretarse con precaucion,
pues, de acuerdo a Lowe y Pimm (1996), el impacto del libro de texto depende no s6lo del mismo

libro, sino del lector y del profesor, asi como de las interacciones que determinan su uso en el aula.
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Anexo

Tabla A1. Libros de texto utilizados en el analisis.

Cédigo  Referencia

H1 Colera, J., Oliveira, M. J., Garcia, R., & Santaella, E. (2008). Matemadticas aplicadas a las Ciencias
Sociales I. Madrid: Anaya.

H2 Arias, J. M., & Maza, 1. (2011). Matemdticas aplicadas a las Ciencias Sociales 1. Madrid: Brufo.

H3 Anguera, J., Biosca, A., Espinet, M. J., Fandos, M.J., Gimeno, M., & Rey, J. (2008). Matemadticas I
aplicadas a las Ciencias Sociales. Barcelona: Guadiel.

H4 Monteagudo, M. F., & Paz, ]. (2008). I° Bachillerato. Matemdticas aplicadas a las Ciencias Sociales.
Zaragoza: Edelvives.

H5 Martinez, J. M., Cuadra, R., Heras, A. (2008). Matemadticas aplicadas a las Ciencias Sociales. 1.°
Bachillerato. Madrid: McGraw-Hill.

He6 Bescos, E., & Pena, Z. (2008). Matemdticas aplicadas a las Ciencias Sociales. Vizcaya: Oxford
University Press.

H7 Antonio, M., Gonzélez, L., Lorenzo, J., Molano, A., del Rio, J., Santos, D., & de Vicente, M. (2009).

Matemadticas aplicadas a las Ciencias Sociales I. Madrid: Santillana.
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Vizmanos, J. R., Herndndez, J., Alcaide, F., Moreno, M., & Serrano, E. (2008). Matemadticas
aplicadas a las Ciencias Sociales 1. Madrid: SM.
Colera, J., Oliveira, M. J., Garcia, R., & Santaella, E. (2008). Matemdticas I. Madrid: Anaya.

Arias, J. M., & Maza, I. (2011). Matemdticas 1. Madrid: Bruiio.

Biosca, A., Doménech, M., Espinet, M. J., Fandos, M. J., & Jimeno, M. (2008). Matematicas I.
Barcelona: Guadiel.

Monteagudo, M. F., & Paz, J. (2008). 1° Bachillerato. Matemdticas. Ciencias y Tecnologia. Zaragoza:
Edelvives.

Martinez, J. M., Cuadra, R., & Barrado, F. J. (2007). Matemdticas 1° Bachillerato. Madrid: McGraw-
Hill.

Bescos, E., & Pena, Z. (2009). Matemdticas. 1 Bachillerato. Navarra: Oxford University Press.
Antonio, M., Gonzélez, L., Lorenzo, J., Molano, A., del Rio, J., Santos, D., & de Vicente, M. (2008).
Matemadticas I. 1 Bachillerato. Madrid: Santillana.

Vizmanos, J. R., Hernéndez, J., Alcaide, F., Moreno, M., & Serrano, E. (2008). Matemdticas 1.
Madrid: SM.
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