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Resumen: Las secuencias de Padovan y Perrin tienen particularidades intrigantes en sus defini-
ciones. Sin embargo, la investigacidén muestra que en la literatura de Historia de las Matematicas
existe un nimero escaso de trabajos que aborden estas secuencias, asi como una ausencia
parcial o total de su discusion en las carreras de pregrado en Matematicas. Asi, este trabajo es
un extracto de una tesis de maestria, cuyo objetivo fue desarrollar las secuencias de Padovan
y Perrin en dos practicas de ensefanza apoyadas en el software GeoGebra y guiadas por la
Teoria de Situaciones Didacticas. La metodologia de investigacidon escogida para este estudio
fue la Ingenieria Didactica, apoyada en la Teoria de las Situaciones Didacticas, que sirve para
organizar las sesiones de ensefianza, ayudando a estructurar la experimentacion de esta Inge-
nieria, en la que analizamos el comportamiento de los estudiantes de pregrado en Matematicas
durante su proceso de aprendizaje. Como resultado, observamos que este tipo de situacion
didactica permite un mejor acercamiento a la unién entre algebra y geometria, permitiendo la
posibilidad de construir conceptos a través de la observacion de cada secuencia.

Palabras clave: Ingenieria Didactica; secuencia de Padovan; secuencia de Perrin; Teoria de
las Situaciones Didacticas; GeoGebra.


https://doi.org/10.1344/did.2023.14.137-159
mailto:carla.patricia62%40aluno.ifce.edu.br?subject=
https://orcid.org/0000-0003-0766-8647
mailto:fregis%40ifce.edu.br?subject=
https://orcid.org/0000-0003-3710-1561
https://orcid.org/0000-0003-3710-1561
mailto:brandaomenezes%40hotmail.com?subject=
https://orcid.org/0000-0002-5930-7969
https://orcid.org/0000-0002-5930-7969
https://orcid.org/0000-0003-0766-8647

ENGINYERIA DIDACTICA PER A L'ENSENYAMENT DE LES SEQUENCIES DE PADOVAN
I PERRIN AMB EL PROGRAMARI GEOGEBRA

Resum: Les seqiiencies de Padovan i Perrin tenen particularitats intrigants en les seves definicions.
Tanmateix, la investigacié mostra que en la literatura d'Historia de les Matematiques existeix un
nombre escas de treballs que abordin aquestes seqiiéncies, aixi com una abséncia parcial o total de
la seva discussi6 en els graus de Matematiques. El treball que presentem parteix d'una tesi de mas-
ter, l'objectiu de la qual va ser desenvolupar les seqiiéncies de Padovan i Perrin en dues practiques
d'ensenyament amb el suport del programari GeoGebra i guiades per la Teoria de Situacions Diddc-
tiques. La metodologia de recerca escollida és l'Enginyeria Didactica, recolzada en la Teoria de les
Situacions Didactiques, que serveix per organitzar les sessions d'ensenyament, ajudant a estructurar
lexperimentacié d'aquesta Enginyeria, en la qual analitzem el comportament dels estudiants de grau
en Matematiques durant el seu procés d' aprenentatge. Com a resultat, observem que aquest tipus de
situacié didactica permet una millor comprensié de la unié entre algebra i geometria, facilitant aixi
la possibilitat de construir conceptes a través de l'observacié de cada seqiieéncia.

Paraules clau: Enginyeria Diddactica; seqiiéncia de Padovan; seqiiéncia de Perrin; Teoria de les
Situacions Didactiques; GeoGebra

DIDACTIC ENGINEERING TO TEACH THE PADOVAN AND PERRIN SEQUENCES WITH
GEOGEBRA SOFTWARE

Abstract: The Padovan and Perrin sequences have intriguing particularities in their definitions.
However, research so far has shown that there is a scarce number of works that address these sequences
in the literature of the History of Mathematics, along with a remarkable absence of its usefulness at
the undergraduate level. This work is an extract of a master's thesis, whose objective was to develop
the sequences of Padovan and Perrin in two teaching practices supported by the GeoGebra software
and guided by the Theory of Didactic Situations. The research methodology chosen for this research
was the Didactic Engineering, supported by the Theory of Didactic Situations, which serves to
organize the teaching sessions, helping to structure the experimentation of this Engineering, in which
the students’ learning process is analyzed. The results show that this type of didactic situation allows
for a better approximation to the union between algebra and geometry, thus fostering the possibility
of building concepts through the observation of each sequence.

Keywords: Didactic Engineering; Padovan sequence; Perrin sequence; Theory of Didactic Situations;
GeoGebra.
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Introduccion

Las secuencias de Padovan y Perrin son secuencias recurrentes y lineales, con caracteristicas
encontradas en la famosa secuencia de Fibonacci. Con base en investigaciones, se observo que
estas secuencias tienen poca visibilidad en el contexto de la Historia de las Matematicas en los
estudios de pregrado (Vieira y Alves, 2020). De esta manera, surgio el interés por explorar las
secuencias de Padovan y Perrin y sus identidades a partir de construcciones geométricas, con
el objetivo de incentivar a los estudiantes de pregrado a investigar algunas de sus definiciones
y relaciones, como aporte a su formacion inicial.

Para una mejor comprension de la historia de estas secuencias, se realizé una investigacion
sobre el tema con foco en su ensefianza. En los estudios de Vieira y Alves (2020), Edgar y
Nacin (2021), Pinheiro y Alves (2021) y Mangueira (2022), encontramos el desarrollo de estas
secuencias y su ensefianza a través de situaciones didacticas, sustentadas en la Teoria de las
Situaciones Didacticas y por Ingenieria Didactica.

Vieira y Alves (2020) proponen en su trabajo una practica de transposicion didactica
que involucra la secuencia de Padovan y Tridovan, al discutir factores esenciales durante la
preparacion de la planificacion. Estos autores enfatizan que [...] “Los docentes deben informar
a los estudiantes, en el aula, del estado inicial de los conceptos matematicos, siempre con la
posibilidad de adaptaciones y cambios durante la aplicacion” (Vieira y Alves, 2020, p. 248). De
esta forma, pensamos en planificar mas claramente la introduccion de este contenido, avan-
zando en las practicas de aula.

El trabajo de Edgar y Nacin (2021, p. 1) muestra el estudio de demostraciones de las
identidades de Padovan a través de tridngulos en su definicién original, a partir de los nimeros
de Padovan, en los que se menciona que [...] “estos numeros surgen de tales una construccién
natural, se puede adivinar correctamente que muchas identidades pueden probarse puramente
geométricamente”, lo que corrobora la propuesta de este estudio.

Siguiendo la linea de los autores mencionados, Pinheiro y Alves (2021) muestran en su
articulo el desarrollo de un estudio sobre la secuencia Padovan, realizando situaciones didacticas
de Ingenieria Didactica para la visualizaciéon de la secuencia Padovan a través del software
GeoGebra. Su trabajo aboga por una ensefanza que proporcione la investigacion de definiciones
y propiedades matematicas con GeoGebra, en una perspectiva epistemoldgica.

El trabajo de Mangueira (2022, p. 65), que se baso en el trabajo de Vieira y Alves (2020),
aborda la hipercomplejificacién de la secuencia de Perrin, con demostraciones de relaciones
recurrentes bidimensionales, tridimensionales y n-dimensionales de Perrin. El autor afirma
que la secuencia de Perrin se “diferencia de la secuencia de Padovan solo con respecto a sus
términos iniciales” (Mangueira, 2022, p. 65).

Ante este contexto, el objetivo fue desarrollar las secuencias de Padovan y Perrin en
dos practicas de ensefianza apoyadas por el software GeoGebra y guiadas por la Teoria de las
Situaciones Didacticas, organizando el proceso de aprendizaje de los estudiantes y futuros
docentes sobre el estudio de estas secuencias.
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Para lograr este objetivo se necesité de una organizacién y disefo de secuencias di-
dacticas para la ensefianza de este tema, en el cual contamos con el aporte de las fases de la
Ingenieria Didactica para su desarrollo. Cada una de estas fases se describe a lo largo de las
secciones de este trabajo.

En cuanto a la fase de experimentacion, se utilizo la dialéctica de la Teoria de las Si-
tuaciones Didacticas, desarrollada con cuatro estudiantes del 6° semestre de la carrera de
Matematicas del Instituto Federal de Educacién, Ciencia y Tecnologia de Ceara (IFCE), en la
disciplina de Historia de las Matematicas.

Para la practica docente utilizamos GeoGebra, con el fin de demostrar algunas identidades
en la forma geométrica, trayendo al proceso de ensefianza y aprendizaje una interaccion entre
las secuencias y la tecnologia, a partir del control de las acciones desarrolladas durante su es-
tudio, de forma gradual y de acuerdo con la necesidad del estudiante (Ribeiro y Souza, 2016).
De hecho, el uso del software GeoGebra tiene como objetivo mejorar la comprension de las
situaciones didacticas propuestas.

En el siguiente apartado presentamos la Teoria de las Situaciones Didacticas (TSD) como
guia para la sesion docente elaborada, la Ingenieria Didactica (ED) para el disefio y organizacion
de este estudio, en el que cada una de sus fases compone el curso metodolégico desarrollado,
y finalmente, presentamos una discusidn de los resultados de la ingenieria desarrollada.

1. Ingenieria Didactica y Teoria de Situaciones Didacticas

En la década de 1980, los profesores de Matematicas se preocuparon por la creacidon de centros
universitarios en Francia, con el objetivo de mejorar la disposicion de la ensefianza, dando
como una de sus creaciones el surgimiento de la Ingenieria Didactica (Vieira y Alves, 2020).
Apuntando a la investigacion para el desarrollo de situaciones didacticas en la ensefianza, te-
nemos que la Ingenieria Didactica (ED) es una metodologia de investigacion que consiste en
un agrupamiento de secuencias, con el objetivo de desarrollar un plan de aprendizaje dirigido
a los estudiantes (Laborde, 1997).

Segun Artigue (1988), la ED es similar al trabajo de un ingeniero, en el cual, para de-
sarrollar un proyecto, se debe tener mas alla del conocimiento cientifico, pues, a la vez, éste
trabaja con objetos que traen preocupaciones mayores que las ciencias. Asi, Joshua y Dupin
(1993) describen esta metodologia aplicada en el aula como:

Esto conduce a un enfoque didactico que debe oponerse al que se revela desde una
pedagogia general, en la medida en que, en este ultimo caso, estaria interesada en
la busqueda de reglas de aprendizaje y educacién independientes de los contenidos
precisos y dirigidos para la enseflanza, considerando cualquier contenido en gene-
ral. Al menos en el caso de disciplinas complejas y altamente estructuradas, como
las disciplinas cientificas y las matemaéticas, es poco probable que los conocimientos
relevantes puedan dominarse mediante la comprensiéon de fenémenos de ensenanza
que dejen de lado los conocimientos especificos (Joshua y Dupin, 1993, p. 3).
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La ED esta estructurada en etapas que son: (i) analisis preliminares; (ii) concepcién
y analisis a priori; (iii) experimentacion; (iv) analisis a posteriori y validaciéon (Artigue, 1984;
Laborde, 1997). En un primer momento, siguiendo este camino, mostramos en los analisis pre-
liminares el contexto historico y las definiciones esenciales para demostrar las identidades de
Padovan y Perrin. En el andlisis a priori, describimos la elaboracion y descripcién de situaciones
didacticas centradas en las representaciones geométricas de estas identidades.

Asi, el analisis preliminar es la fase que estudia la teoria sobre el tema elegido, su contexto
histérico y didactico y las definiciones de los teoremas propuestos, identificando las variables
que se mencionaran en las fases posteriores. En el analisis a priori, realizamos un estudio del
conjunto de circunstancias, objetivos e hipotesis de los alumnos, indicando cémo se pueden
realizar elecciones para comprender el comportamiento de los alumnos durante el proceso. En
esta fase, las construcciones de las situaciones didacticas fueron creadas como demostraciones
de las identidades presentadas en los teoremas especificados en el analisis preliminar.

En la experimentacion ponemos en practica lo planteado en el andlisis a priori, asi como
la recogida de datos y observaciones pertinentes. Finalmente, en el posterior analisis y validacion,
se verifica todo el proceso, reportando el resultado como un éxito o si hubo fallas durante la
aplicacion de las fases. Vale la pena sefialar que el detallado iba de cada etapa fue realizado
por Artigue (1995).

Durante las fases iniciales, nos dimos cuenta de la importancia de las situaciones de
ensefianza, ya que permiten la construccion del conocimiento de los estudiantes y la modifi-
cacion de su enfoque en vista de las observaciones realizadas por el profesor en la aplicacién
de las actividades propuestas. Resaltamos que la participacion del docente en el momento del
debate colectivo es fundamental para que se refuerce el vinculo de la triada didactica docente-
alumno-saber (Douady, 1995).

Pensando en la relevancia de las situaciones de ensefianza, adoptamos la Teoria de
las Situaciones Didacticas (TSD), que trabaja en conjunto con la ED. En TSD, el estudiante
se apropia del conocimiento y lo transforma en conocimiento para si mismo, a partir de sus
conocimientos previos y de la creacion de un medio por parte del docente, estimulando el lado
investigativo del estudiante durante la resolucidén de situaciones didacticas en Matematica.

Una situacion es un modelo de relacion entre un sujeto y un ambiente dado, que reline
las condiciones en las que ese sujeto se encuentra y las relaciones que lo unen al medio creado
intencionalmente por el docente. En este caso, el medio es un subsistema auténomo, antagonico
al sujeto (Brousseau, 2008).

En la situacidn didactica, se motiva al estudiante a participar en la actividad, desarro-
llando su autonomia durante el proceso de aprendizaje. En la fase didactica (las tres primeras
fases de TSD), el estudiante desarrolla una estrategia para resolver la situacién y adquirir
conocimientos, de acuerdo con el contrato didactico establecido, quedando oculta la intencidon
del profesor en ese momento.

Segun Brousseau (1986), las etapas de TSD son accidén, formulacion, validaciéon e ins-
titucionalizacién. Estos se definen como:
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En la etapa de accién, el alumno realiza los procedimientos sin intervencién del docente,
de acuerdo con sus conocimientos previos adquiridos, con el objetivo de resolver la situacion
didactica propuesta, presentando un razonamiento mas practico que tedrico. En la fase de
formulacion, se desarrolla de la siguiente manera:

Consiste en establecer progresivamente un lenguaje que todos puedan entender, te-
niendo en cuenta los objetos y relaciones relevantes de la situacién de manera ade-
cuada (es decir, permitiendo razonamientos y acciones ttiles). En cada momento, este
lenguaje construido se pone a prueba desde el punto de vista de la inteligibilidad, la
facilidad de construccién y la duraciéon de los mensajes que permiten los intercambios.
La construccién de tal lenguaje o cédigo (repertorio, vocabulario, a veces sintaxis)
en un lenguaje comin o formalizado permite explicar acciones y modelos de accidon
(Brousseau, 2002, p. 12).

En esta ocasion, el estudiante presenta su estrategia de resolucién mas orientada al
conocimiento tedrico, utilizando un lenguaje mas formal, considerando que los argumentos
seran explorados y validados mas adelante. Luego, en la fase de validacion:

Los estudiantes tratan de convencer a los interlocutores de la veracidad de los enun-
ciados, utilizando un lenguaje matematico adecuado (demostraciones); las situaciones
de devolucidn, accidn, formulacién y validacidon caracterizan la situacion didactica,
en la que el profesor permite al alumno recorrer los caminos del descubrimiento, sin
revelar su intencion didéctica, teniendo s6lo el papel de mediador (Teixeira y Passos,
2013, p. 165-166).

En la fase de validacién, el alumno trata de convencer a los participantes de que sus
argumentos utilizados en la situacién didactica estan siendo validados por sus estrategias,
a través de demostraciones y en un lenguaje mas formal.

En la ultima fase, tenemos la institucionalizacidon, que “tiene como objetivo ensefar
y transmitir conocimientos para que el estudiante pueda establecer una relacién entre los co-
nocimientos que ha encontrado y los conocimientos matematicos que con mayor frecuencia se
le asignan de antemano (por curriculo y programas)” (Margolinas, 2015, p. 35). En esta fase,
el docente debe participar mas activamente en la situacion, revelando el objetivo principal de
la tarea y validando las hipotesis de los alumnos.

Estas situaciones deben hacer emerger el conocimiento del alumno, de modo que haya
una unica intencion didactica esperada. Eventualmente, los estudiantes encuentran una forma
mas facil de resolver los problemas propuestos, en los que, en este momento, la construccion
del conocimiento aun esta en proceso.

Es fundamental que, durante este proceso de ensefanza, exista una interaccion entre
los participantes, tanto con los que aprenden como con los que ensenan, utilizando materia-
les didacticos adecuados. Estos materiales ayudaran en la solucién del problema propuesto,
teniendo en cuenta las reglas establecidas, con el objetivo de trazar un camino para obtener
los resultados.
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Por lo tanto, se observa que la relacién complementaria entre ED y TSD determina el
conocimiento tedrico, metodoldgico y didactico durante una practica docente organizada para
la transposicidon de contenidos matematicos (Alves, 2017).

De lo anterior, en el siguiente apartado destacamos las etapas de la ED relacionadas
con las situaciones didacticas propuestas para la construccion de estas secuencias, analizando
lo expuesto por los estudiantes.

2. Analisis preliminares

La fase inicial de la Ingenieria Didactica (ED) es el andlisis preliminar que, segun Artigue (1995),
tiene como objetivo analizar la epistemologia del contenido explorado en la investigacién, los
obstaculos encontrados en el proceso de ensefanza y verificar las concepciones y conocimientos
previos de los estudiantes. En el caso de este estudio, los analisis preliminares se ocupan de
una perspectiva sobre el objeto de estudio, que son didacticos, epistemoldgicos y cognitivos
(Pais, 2015).

Durante esta fase, a partir de una investigacién bibliografica, en cuanto a la dimensién
didactica, el docente promueve un debate con los estudiantes, de tal manera que ellos cons-
truyen su propio conocimiento, a partir de los temas tratados en el aula. Para que esto suceda,
se deben enumerar algunos elementos esenciales para indicar las acciones de los estudiantes,
como el estudio de las definiciones matematicas y las observaciones de las sucesiones de
Padovan y Perrin.

En primer lugar, se observo la génesis de los conceptos matematicos discutidos, asimi-
lando las definiciones y teoremas, asi como los obstaculos encontrados durante el proceso (Ar-
tigue, 1995). En otro momento, las construcciones fueron observadas en el software GeoGebra
para la comprobacion visual de las identidades, identificando las posibles dificultades del alumno
durante su construccidn, que es el campo epistemoldgico.

Almouloud (2007) destaca que ciertos temas se descuidan durante el estudio de la
Historia de las Matematicas, quedando fuera del curriculo visto por los estudiantes y que son
contenidos esenciales. Citamos como ejemplo las sucesiones de Fibonacci y Lucas, que sirven
de apoyo para estudios sobre las sucesiones de Padovan y Perrin de sus identidades. Con esto,
surgié el deseo de explorar las secuencias de Padovan y Perrin, verificando sus propiedades
a través de visualizaciones geométricas.

Ante esta informacién, es “posible verificar los obstaculos epistemoldgicos, a partir
del contenido Matematico elegido, que deben demostrarse en un lento proceso de avances
y retrocesos” (Pais, 2015, p. 49). Sin embargo, el plan pedagdgico debe estar bien planifi-
cado, ya que se realizara una investigacion durante el desarrollo de la propuesta en torno al
contenido matematico.

Por lo tanto, durante esta fase, la experiencia del docente y el conocimiento del contenido
son fundamentales para la planificacidon y construccidén de situaciones didacticas, a partir del
tema matematico explorado en este trabajo. En cuanto a la dimensidn cognitiva, proponemos
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dos situaciones didacticas para que los estudiantes puedan desarrollar su razonamiento légico-
deductivo, con el objetivo de movilizar conocimientos y aprender sobre este tema.

Asi, a partir de estudios investigativos sobre la ensefianza de las secuencias de Padovan y
Perrin, se abordan aspectos histdricos, definiciones y teoremas a trabajar durante la investigacion.

2.1 Secuencia de Padovan y Perrin

Creada por el arquitecto italiano Richard Padovan (1935-?), la secuencia de Padovan se asemeja
a la secuencia de Fibonacci en que es aritmética, lineal y recurrente (Stewart, 2000). Una
de las presentaciones mas importantes de Fibonacci es la imagen de su espiral, en la que la
suma de cuadrados corresponde a cada término de la sucesion de Fibonacci por medio de la
proporcion aurea. Asi, la secuencia de Padovan también demuestra similitud al construir una
espiral a través de poligonos regulares; en este caso, se utilizan tridngulos equilateros como
se muestra en la Figura 1.

Figura 1. Sucesién de Padovan con sus ocho primeros términos. Fuente: Elaboracion propia (2022).

Mirando la Figura 1, vemos que las longitudes de los lados de los triangulos equilateros
producen la secuencia de Padovan representada por:

Definicién 1: Secuencia de Padovan (Pa) es definida por la ley de recurrencia
Pa, = Pa,_, + Pa,; n=3ePa, es el enésimo término de la secuencia.

Segun Edgar y Nacin (2021), existen diferentes fuentes que utilizan varias condiciones
iniciales para esta secuencia como base para la construccidn de la espiral. Por tanto, usamos

los términos iniciales Pa, = 0, Pa, = Pa, = Pa; = 1. Los primeros términos de la secuencia son:

0,1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,12, ...
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De esta forma, la investigacién de las identidades padovanas mas elementales trae
propiedades que son ejemplos especificos de definiciones mas generales y que también tienen
demostraciones geométricas (Edgar y Nacin, 2021).

Identidad 1: Para todo n>7, Pa} = 2Pa;., + 2Pa,.; - Pa:.;
Teorema 1: Para todo n=>1, tenemos Pd; + Pd.., = Pd.,, - 2Pa,., - Pa,

Del estudio de la secuencia de Padovan, se observé otra similitud entre esta y la se-
cuencia de Fibonacci, que son las ecuaciones x>’=x+1 y x>=x+ 1, respectivamente (Pinheiro
y Alves, 2021). Segundo Pinheiro y Alves (2021), la primera ecuacion pretende representar la
divisién de un rectangulo en un rectangulo similar mas pequefo y en un cuadrado; la segunda
ecuacién divide un cuadrado en tres rectangulos similares de diferentes tamanos, estableciendo
la proporcidon aurea para la secuencia de Fibonacci y el nimero plastico para la secuencia de
Padovan en las respectivas ecuaciones.

Frente al concepto de nimero plastico, Edgar y Nacin (2021) afirman que los nimeros
de Padovan surgen espontaneamente y sus identidades pueden probarse puramente a través
de la Geometria, lo cual esta en linea con la intencidén de este trabajo, que busca probar estas
identidades desde una perspectiva geométrica. construccidon con apoyo del software GeoGebra.

Los estudios sobre la secuencia de Perrin, en cambio, surgieron gracias al trabajo del
francés Olivier Raoul Perrin (1841-1910), ingeniero que en sus ratos libres gustaba de escribir
trabajos cientificos, con preferencia en el area de la Matematicas (Mangueira, 2022).

En 1876, esta secuencia fue mencionada implicitamente por Edouard Lucas, conocido
por crear el juego matematico Torre de Hanoi y la secuencia y los nimeros de Lucas (Adams
y Shanks, 1982). En 1899, Francois Perrin definié la sucesion de Perrin (Pe), que tiene especial
importancia para la Teoria de Grafos y se utiliza para descubrir las coordenadas de los taxis en
las redes urbanas de forma confidencial (Sugumaran y Rajesh, 2017). Su ley de recurrencia es:

Definicién 2: Pe, = Pe,, + Pe,; n=3

En que tenemos los términos iniciales Pe,= 3, Pe, = 0, Pe, = 2. Los primeros términos de
la secuencia son:

3,0,2,3,2,5,5,7,10, 12, ...

La ecuacién caracteristica de los nimeros de Perrin es igual a la ecuacion caracteristica
de Padovan, ya que su férmula de recurrencia es la misma, excepto por los valores iniciales. La
secuencia de Perrin tiene una relacion de convergencia entre los términos vecinos, el nimero
plastico, que tiene un valor de aproximadamente 1.324718, destacando que esta constante
también esta relacionada con los nimeros de Padovan, ya que la secuencia de Perrin se puede
obtener por la secuencia de Padovan.

En el siguiente apartado traemos la concepcion y analisis a priori de las situaciones
didacticas que guian esta investigacion a través de las definiciones y teoremas abordados du-
rante este analisis preliminar.
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3. Analisis a priori

En esta fase, el docente planifica una accién controlada, en la que su intervencién debe ocurrir
de manera oportuna y en el momento adecuado, con el propdsito de predecir comportamientos
frente a las conjeturas de los alumnos. Asi, el docente tiene el rol de mediador, ayudando el
alumno a comprender, procediendo simultdneamente con los elementos de forma cognitiva,
epistemoldgica y didactica (Almouloud y Coutinho, 2008).

Segun Alves (2014), la situacion didactica es exitosa cuando el alumno logra alcanzar el
conocimiento a través de su compromiso y conocimientos previos. Asi, al mediar las acciones,
el docente promueve un ambiente propicio para el desarrollo del conocimiento légico-matematico.
Asi, el alumno recibe la situacién-problema elaborada y el docente tiende a supervisar las
actividades realizadas, verificando si se estad produciendo el aprendizaje.

En esta fase se elaboraron dos situaciones didacticas de ensefianza, utilizando las
secuencias de Padovan y Perrin con el apoyo de la TSD. El docente debe elaborar preguntas
para que se presenten durante la ejecucidn de situaciones didacticas, resaltando conceptos
matematicos para que los estudiantes puedan presentar soluciones. Asi, se incentiva a los
estudiantes a pensar y expresar formas de construccién del conocimiento matematico a través
de situaciones didacticas.

Este analisis a priori se apoyd en el software GeoGebra como herramienta pedagdgica
para la transposicion didactica, ya que el uso de las Tecnologias Digitales de la Informacion
y la Comunicacion (TDIC) brinda apoyo a las clases de Matematica. De esta forma, buscamos
probar las identidades con GeoGebra en un proceso dinamico, con resultados del TSD en un
curso de formacion inicial para profesores de Matematicas.

Segun Borba (2011), las posibilidades experimentales de los medios utilizados para los
estudios pueden proporcionar la elaboracién y verificacion de teorias, llevando a los estudiantes
a desarrollar sus ideas hasta el punto de crear hipétesis. A partir de esta informacidn se cons-
truyeron situaciones didacticas.

4. Concepcion y construccion de las situaciones didacticas

Durante la investigaciéon resultante del master, se realizaron estudios sobre las secuencias de
Padovan y Perrin. A partir de esto, con base en la definicién y teoremas presentados en los
analisis preliminares, desarrollamos las situaciones didacticas sobre este tema de estudio con
base en la TSD.

Situacion didactica 1: Considere la secuencia de Padovan 0,1,1,1,2,2,3,4,5, 7, ... Yy su
relaciéon de recurrencia P, = P,, + P, n>3. Con base en las identidades presentadas en los
analisis preliminares, ¢Cémo se pueden realizar sus demostraciones a través de formas geomé-
tricas utilizando el software GeoGebra?

En la fase de accion, los estudiantes deben buscar los nimeros de Padovan a través de
la Figura 2 propuesta en GeoGebra, aun observando las relaciones que se pueden encontrar
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desde el lado de un triangulo equilatero. En este punto, los estudiantes no necesitan tener
una habilidad completa con los comandos, ya que este no es el meollo del problema. A su vez,
los estudiantes pueden tener dificultades para asociar un niumero de Padovan con un lado del
triangulo. El propdsito es comprender como se lleva a cabo la construccion, asimilando la in-
formacidn principal para orientar las acciones que se desarrollaran.

Figura 2. Secuencia de Padovan con 9 términos. Fuente: Elaboracién propia (2022).

En la fase de formulacion, se espera que los estudiantes identifiquen la relacién de
recurrencia de la sucesion de Padovan y, en consecuencia, demuestren el area del triangulo
equiladtero para la prueba de identidades. Durante esta fase, los estudiantes trabajaran con
la ley de recurrencia entre los nimeros de Padovan, explorando sus identidades y sustitu-
yendo estos términos en la formula de recurrencia, encontrando un patrdn para las pruebas
de Identidad 1 y Teorema 1.

En ese momento, los estudiantes pueden tomar notas de datos que pueden contribuir
a las construcciones, no necesariamente con conceptos matematicos formales, ya que es
posible que se olviden durante la resolucion de esta situacion didactica.

En la fase de validacion, los estudiantes deben demostrar las sumas de las Identidades
1 y el Teorema 1 representadas por los resultados:

Pal =2Pa}, + 2Pal ;- Pas., e Pa}+ Pah, = Pad,,-2Pa,., - Pa,
en base a las observaciones de las Figuras 3 y 4.
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Figura 3. Representacién geométrica de la Identidad 1. Fuente: Elaboraci6én propia (2022).

Figura 4. Representacion geométrica de lo Teorema 1 Fuente: Elaboracién propia (2022).

En ese momento, los estudiantes suelen encontrar obstaculos para probar las hipétesis
planteadas durante la fase de formulacidn, es decir, para demostrar el Teorema 1 a través de
la visualizacion geométrica.

Finalmente, en la fase de institucionalizaciéon, el docente debe intervenir en el trans-
curso de la situacion didactica y verificar las respuestas de los estudiantes, enfatizando que a
través de una Figura se pueden probar las dos identidades, haciendo una conexidon entre ellas
y generando una nueva visualizacion geométrica, por las propiedades propuestas.
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El docente también puede mostrar que la Figura 2, resaltada en la fase de accién, es una
idea de representar los términos de la secuencia de Padovan a través de triangulos equilateros,
con énfasis en la forma de una espiral, que también se puede construir en otra direccion.

A partir de la informacién adquirida durante la situacion didactica 1, y con los conoci-
mientos previos de los alumnos, presentamos una segunda situacion didactica, ahora centrada
en la ensefanza de la secuencia de Perrin.

Situacion didactica 2: éCuales son las relaciones entre los nimeros de Perrin y los nu-
meros de Padovan?

Figura 5. Representacion geométrica de la secuencia de Perrin. Fuente: Elaboracion propia (2022).

En esta segunda situacion didactica, en la situacion de accién, se debe presentar la ley
de recurrencia de los nimeros de Perrin. Se espera que los estudiantes asocien estos nimeros
con los lados del triangulo equilatero que se muestra en la Figura 5, observando las relaciones
gue se pueden encontrar a partir de su area.

Por lo tanto, durante la situacion de formulacién, se espera que los estudiantes trabajen
con la relacién entre los nimeros de Perrin, explorando el nimero plastico. En este punto, a
los estudiantes les resultara dificil determinar el punto en el que convergen los términos de la
sucesion en relacién con el nimero plastico.

En la fase de validacion, los alumnos deberan demostrar las similitudes entre las suce-
siones de Perrin y Padovan, relacionando su ley de recurrencia, el concepto de niimero plastico
y la imagen visualizada en GeoGebra.

En la fase de institucionalizacion, el docente debe retomar el control de la situacién
didactica, validando las respuestas de los alumnos y corrigiendo los errores, si los hubiere.
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Es importante que el docente enfatice el nUmero plastico como factor esencial para el estudio
de las dos secuencias y que las imagenes propuestas a través de la visualizacién geométrica
sean importantes para futuros estudios.

En el siguiente apartado, recogemos datos referentes a la aplicacion de las dos situaciones
didacticas, con el fin de validar internamente los resultados, es decir, a partir del comportamiento
de los alumnos durante su resolucién.

5. Experimentacion

Luego de los pasos mencionados anteriormente, experimentamos con situaciones didacticas,
recolectando datos sobre el desarrollo de los estudiantes a través de la practica propuesta,
a partir de la observacion de elementos importantes en un contexto didactico-metodoldgico.
En esta fase de ED, realizamos tres encuentros para aplicar las situaciones didacticas, buscando
poner en practica lo planificado en el analisis a priori.

Asi, recolectamos y organizamos un corpus de investigacion variado, compuesto por
las producciones de los estudiantes, registro de preguntas, conjeturas y errores encontrados
durante el seguimiento de sus acciones. El analisis de este material es fundamental para la
etapa de validacion (Carneiro, 2005).

Las situaciones didacticas se desarrollaron en tres momentos de cincuenta (50) minutos
cada uno, con un grupo de cuatro estudiantes denominados E1, E2, E3 y E4, matriculados en
la disciplina Historia de las Matematicas, del Instituto Federal de Educacion, Ciencias y Tecno-
logias do Ceara (IFCE), campus de Fortaleza, en el primer semestre de 2022. Estas actividades
fueron incorporadas a la disciplina mencionada, en la carrera de Licenciatura en Matematicas.

El experimento se desarrollé de la siguiente manera:

e en la primera reunion: se formalizo el contrato didactico, asi como el
contexto histérico en relaciéon con las secuencias de Padovan y Perrin;

e en el segundo encuentro: aplicacion de la situacion didactica 1;

e en el tercer encuentro: aplicacidn de la situacién didactica 2.

El contrato didactico propuesto establece un acuerdo de convivencia con los alumnos
participantes, que es “una relacion que determina —en pequefia medida de forma explicita, pero
mayoritariamente implicita- lo que cada socio, profesor y alumno es responsable de gestionar
y por lo que, en una de una manera u otra, responsable ante el otro” (Brousseau, 1986, en
Almouloud, 2007, p. 89).

Ademas, en este contrato hay pocas reglas evidentes, mientras que “las implicitas se
elaboran a partir de la naturaleza intrinseca de las Matematicas, como el formalismo, la abs-
traccion y el rigor, ademas de considerar las habituales diferencias en las concepciones de los
profesores de Matematicas” (Oliveira, 2018, p. 38).
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En cuanto al recurso tecnoldgico utilizado, elegimos GeoGebra, ya que seguln Ribeiro
y Souza (2016), este software es una herramienta dindmica que propone una interaccién al
proceso de ensefilanza y aprendizaje a partir del control de las acciones desarrolladas durante
el proceso de estudio de manera gradual, de acuerdo con la necesidad del estudiante.

Esta herramienta tiende a crear elementos de manipulacién y visualizacién a través
de construcciones geométricas que permiten el aprendizaje de un determinado contenido,
pudiendo mover e interactuar con objetos a través de la pantalla de la computadora o de los
teléfonos celulares. Ademas, GeoGebra “fomenta la continuacion de la busqueda de comprension
del objeto de estudio, ya que el propio software ayuda en la percepcién visual y dindmica de
las acciones, que son manipuladas con cierta permisividad” (Ribeiro y Souza, 2016, p. 3).
Asi, este recurso puede ser utilizado por los estudiantes cuando lo que se pretende construir
no es posible o factible de concebir soélo con lapiz y papel.

Los instrumentos para la recoleccion de datos fueron una grabadora y un teléfono celular,
con el fin de capturar las imagenes, audios y videos de los estudiantes durante la resolucion
de situaciones didacticas, con su consentimiento previo y respetando la confidencialidad de
sus identidades.

6. Analisis a posteriori y validacion

En vista de las situaciones didacticas propuestas, discutimos la presentacion de visualizaciones
geomeétricas para las secuencias de Padovan y Perrin. Cabe destacar que los nimeros de Padovan
y Perrin en una primera dimension estan representados por la ley de la recurrencia y son lineales
y, en la segunda dimensidn, se forman asociando los lados de triangulos equilateros.

En la aplicacién de la situacidn didactica 1, el docente explord el contexto histérico
discutido sobre las vanguardias, acercandose a la ley de recurrencia que define a los nimeros
de Padovan y su relacion con el numero plastico o radiante. Por lo tanto, se mostré la Figura 2,
con el fin de que los estudiantes observaran las construcciones de los nueve primeros términos
de la secuencia de Padovan, para estimular la resolucion de la situacién didactica propuesta.

A partir de la visualizacién de la (Figura 2), los estudiantes asociaron los nimeros de
Padovan al lado de cada tridngulo equilatero en el que, a medida que ocurre la construccion
de cada término de la secuencia, se constituye la espiral de Padovan, superacidn de los obsta-
culos previstos en el andlisis a priori. En la fase de accién, en la que se pidid a los estudiantes
que demostraran el area del triangulo equiladtero como ayuda para la prueba de identidades,
tenemos la presentacion de E1, en la Figura 6.
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Figura 6. Etapa de accion del estudiante E1. Fuente: Datos de la investigacion (2022).

Con la demostracién de la Figura 6, se considerd una constante para el valor de ,

llamada de C, para proporcionar prueba de la identidad propuesta. Luego, para formular las
conjeturas de los estudiantes, presentamos la (Figura 3), con el proposito de definir una iden-
tidad para los términos de la sucesion de Padovan teniendo como condicién n>7.

Esta informacién ayudo6 a comprender estas identidades. Asi, se solicitd a los estudiantes
elegir un valor para ser aplicado en el calculo de la identidad, teniendo en cuenta la condicidn
de existencia (Figuras 7 y 8), para formular hipdtesis para la construccién del conocimiento,
caracterizando la fase de formulacién, encontrando subsidios para la demostracion de la Iden-
tidad 1 que involucre el area del tridngulo equilatero:

Figura 7. Formulacion del Estudiante E2. Fuente: Datos de la investigacion (2022).

En la formulacion realizada por el estudiante E2 (Figura 7), el estudiante adopté el valor
n=7, para mostrar algebraicamente la informacién propuesta en la Figura 3. Sin embargo, el
estudiante E3 eligié un valor diferente, el cual fue n=11 (Figura 8):
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Figura 8. Fase de Formulacion del Estudiante E3. Fuente: Datos de la investigacion (2022).

Después de los calculos realizados por los estudiantes E1 y E2, el estudiante E4 hizo la
siguiente declaracion:

Entonces maestro, ¢quiere decir que para determinar el siguiente término, en este caso
el undécimo término, sera la suma de los dos tiempos de los términos nueve y ocho,
menos el término cuatro? De esta forma, podemos ver que los términos ocho y nueve
en los tridngulos no estan llenos, pero el cuarto triangulo esta (E4).

Al poco tiempo, el profesor confirmo la informacion y pregunté: “Basandonos en esta
idea que acabas de hablar, écomo podemos representar usando el area del triangulo equilate-
ro?”. El estudiante entonces dijo:

Solo agrega la constante c en todos los términos de la identidad, ¢-Pa’ = 2-cPa’., +
2-cPai_3 - c-PafH

Para validar esta afirmacion, el docente le pide al estudiante E4 que lo demuestre usando
una nueva propiedad, es decir, el Teorema 1, con base en la Figura 4. Lo que se sigue muestra
la relacion de los primeros nueve términos de la secuencia en una representacion geométrica.

En el Teorema 1 se propone la suma del cuadrado de dos términos consecutivos, que
se puede representar mediante la siguiente relacién Pa’ + Pa;., = Pa},, - 2Pa,., - Pa,, para n>11.
En este caso, E4 desarrollé la demostracion de este Teorema utilizando el area de tridngulos,
como se muestra en las Figuras 9 y 10:

Figura 9. Validacion del estudiante E4 (parte 1). Fuente: Datos de la investigacion (2022).
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Figura 10. Validacion del estudiante E4 (parte 2). Fuente: Datos de la investigacién (2022).

Por tanto, la demostracion del Teorema 1 explorado valida el hecho de que existe una
relacion entre los nimeros de Padovan y el area del triangulo equilatero, lograndose el obje-
tivo de la propuesta realizada en la situacién didactica 1. En la fase de institucionalizacion, el
docente muestra la Figura 11, que corresponde a la representacion geométrica del Teorema 1:

Figura 11. Representacion Geométrica del Teorema 1. Fuente: Datos de la investigacién (2022).

Luego de la presentacion y discusion de aspectos de la Figura 11, los estudiantes lo-
graron visualizar el Teorema 1 a través de triangulos, relacionandolos con la Figura 4 y la 10,
presentadas en la validacion de la situacién didactica propuesta. En ese momento, el profesor
explicé que hay otras identidades que también se pueden demostrar con la constante C. De
hecho, la situacidon didactica 1 permitié establecer la relacidon entre la secuencia de Perrin
y Padovan, que se establecié casi de inmediato.


https://doi.org/10.1344/did.2023.14.137-159

En la propuesta de situacion didactica 2, el docente present6 la Figura 5, que muestra
la secuencia de Perrin en una visualizacidn bidimensional utilizando el software GeoGebra con
un breve contexto histérico sobre Perrin y la creacidon de esta secuencia.

Con base en esta informacion, en la fase de accion, los estudiantes, al observar la Figura 5,
buscaron asociarla con la ley de recurrencia: Pe, = Pe,_, + Pe,; n=3. Luego de estas observa-
ciones, para formular las hipotesis, el estudiante E4 calculd algunos términos de la sucesién de
Perrin, considerando que Pe,= 3, Pe; =0, Pe, =2, de acuerdo con la Figura 12:

Figura 12. Los trece términos iniciales de la sucesion de Perrin. Fuente: Datos de la investigacién (2022).

En vista de la informacion presentada en la Figura 12 y de las observaciones durante
las fases de accién y formulacidn, el profesor preguntd: Con estos primeros quince términos
de la sucesién de Perrin, écual es el valor de la razén entre los términos de esta sucesion y a
qué momento en que converge?

A partir de este cuestionamiento, se generd una interaccion entre los estudiantes para
poder responderlo. Después de unos momentos, el estudiante E3 afirma que la razén es 1.32,
que es una superacion del obstaculo previsto en la fase de concepcion y analisis a priori de la
situacion didactica. El docente preguntd si este resultado es correcto y los estudiantes dijeron
que no. Con base en lo presentado por los estudiantes, se construyé la razén entre los términos
de la secuencia de Perrin utilizando GeoGebra (Figura 13):
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Figura 13. Razon entre los términos de la secuencia de Perrin. Fuente: Datos de la investigacion (2022).

El calculo de la razén, como se muestra en la Figura 13, muestra que esta sucesién
comienza a converger en el decimoséptimo término, hecho observado por el estudiante E1.
Este es el valor del nUmero plastico, que también esta presente en la relacion de términos de
Padovan. Entonces el mismo estudiante dice:

Profesor, la ley de recurrencia de Perrin es igual a la de Padovan, solo cambia los
términos iniciales, las dos secuencias tienen la razén de los términos relacionada con
el nimero plastico, y ambas se representan geométricamente con tridngulos equila-
teros. Entonces podemos hacer esta relacion, de la misma manera que relacionamos
la secuencia de Fibonacci con la secuencia de Lucas (E1).

Concluimos que estos argumentos pueden ser considerados como la validacién de la
situacion didactica 2, ya que los estudiantes lograron asociar la informacién de forma coherente,
alcanzando el objetivo planteado.

Finalmente, en la fase de institucionalizacidn, el profesor recuperd el control de la si-
tuacion didactica, explicando que algunos estudiosos afirman que esa relacion es importante
para la prueba de las identidades de Perrin, lo que puede ocurrir de inmediato.

Por tanto, se pudo constatar la validacién interna de estas situaciones didacticas a partir
del comportamiento de los estudiantes y de las observaciones que atestiguan su desarrollo
a través de la actividad propuesta, corroborando con lo previsto por la Ingenieria Didactica es-
tructurada. Es posible observar la confrontacién entre el analisis a priori y el analisis posterior,
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a partir de una comparacion entre lo propuesto y lo realizado, reflexionando sobre posibles
mejoras en el experimento, asi como vislumbrando posibilidades de replicacion del estudio
involucrando estas secuencias.

Consideraciones finales

En esta investigacion, desarrollamos situaciones didacticas para la transposicién de las secuencias
de Padovan y Perrin, involucrando visualizaciones geométricas en la discusidon de elementos
importantes de esas sucesiones durante una clase practica. Utilizando algunas caracteristicas
de la secuencia de Fibonacci, observamos algunas similitudes en su definicidn, asi como otras
caracteristicas encontradas en las secuencias de Padovan y Perrin, que a su vez son menos
exploradas en el estudio de la disciplina Historia de las Matematicas.

La Ingenieria Didactica como metodologia de investigacion trajo un marco tedrico sobre
las dificultades encontradas en el proceso de ensefianza de estas secuencias, proporcionando
una alternativa para la planificacion de los profesores y dando la debida importancia a las
secuencias de recurrencia.

Durante este trabajo analizamos las definiciones de las sucesiones de Padovan y Perrin
con sus particularidades, apoyados en GeoGebra, mostrando una alternativa para su ensefianza
con el uso de la tecnologia. De esta forma, consideramos que se cumplié el objetivo, ya que se
desarrollaron con éxito las secuencias y se recogieron sus resultados, permitiéndonos reflexionar
sobre la practica. Las situaciones didacticas trajeron el planteamiento de una identidad y un
teorema, asi como la relacién del nimero plastico con las secuencias, siendo validadas a través
de las construcciones geométricas y sus respectivos conceptos matematicos.

Ademas, se destacaron los aspectos histdricos, didacticos, epistemoldgicos y cognitivos,
gue pueden servir para un estudio mas complejo en los cursos de formacion inicial de profesores
de Matematicas, presentando una propuesta para el menu de la asignatura Historia de las
Matematicas que contempla dichos temas.

Asi, estimular la comprensién de los estudiantes de los aspectos histéricos y matematicos
de estas secuencias fue posible tanto por la Teoria de las Situaciones Didacticas como por la
estructuracion de este trabajo con la Ingenieria Didactica, usada en conjunto, superacion de los
posibles obstaculos encontrados durante el desarrollo de las situaciones didacticas propuestas.

Destacamos que el propdsito de esta propuesta fue, sobre todo, contribuir al desarrollo
de otras ideas de practicas docentes con las secuencias de Padovan y Perrin utilizando GeoGebra,
o incluso otras secuencias y sus identidades, siendo un aporte para trabajos futuros.
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