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Modelos empleados en la interpretación de la 
heterogeneidad del  fitoplancton. 
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I NTRODUCC I ON 

La distribución espacial del fi toplancton 
presenta una elevada heterogeneidad , lo que 
plantea problemas importantes en rel ación 
con la  estructura y funcionamiento de los 
ccosis temas acuá ticos (H UTCH 1 SON , 1 96 1  ; 
MARGALEF ,  1 963 ,  1 967, 1 97 6 ;  PLATT Y DEN­
MA , 1 97 5 ) .  

E ntre los muchos aspectos teóricos inte­
resantes rel ac ionados con el estudio de la 
variabi l idad de las poblaciones de fi toplanc­
ton , está el de los modelos matemáticos pro­
puestos para in terpretarla .  Recientemente, l a  
l i teratura científica sobre estas cuestiones ha  
aumentado de  modo sorprendente, aunque 
gran parte de los conceptos básicos ut i l iza­
dos se ha l lan ya formulados desde los pri­
meros trabajos aparecidos sobre e l  tema .  

En este trabajo s e  hace una  breve revisión 
de los tipos principales de modelos apl icados 
al estudio de la  distribución del fitoplancton . 
Desde un punto de vi sta muy genera l , pue­
den distinguirse dos modos de enfoque : 

1 .  Modelos basados en la formulación de 
sistemas dinámicos . 

2. Modelos procedentes de l a  teoría de 
p rocesos estocásticos. Modelos de mosaicos . 

MODELOS BASADOS EN LA TEORíA 
DE S I STEMAS D I NÁM I COS 

Existe una  variadísima l i teratura sobre l a  
aplicación de  este t ipo de  modelos al campo 
de l a  ecología . La representación de las in­
teracciones entre pobl aciones de organismos 
por medio de ecuaciones diferenciales arran­
ca de LOTKA ( 1 925 )  y VOLTERRA ( 1 926, 1 928). 

Los sistemas de ecuaciones p ropuestos por 
estos autores pueden resumirse en la formu­
lación : 

donde m es el número de especies que in ter­
accionan y Ni la densidad de l a  pobla­
ción i. 

En el caso particu lar de competencia en­
tre dos especies , por ejemplo, se tiene : 

dN1 
-- = rlNI-a12N1N2 

dt 

dN2 
-- = r2N2-a21N�1 

dt 

[2] 

En  el caso de un sistema depredador 
(N2)-presa (NI) : 

dN2 

dt 

dN1 
-- = r¡N1-a12NIN2 

dt 

[3] 

Las expresiones [2] y [3] son interesan­
tes en el contexto de este apartado porque, 
con l igeras modificaciones, se han uti l izado 
como punto de partida de modelos de pat­
chiness del pl ancton . Tal como están for­
muladas, estas ecuaciones presentan un cen­
tro ( en el sent ido de la teoría de sistemas 
dinámicos , ROSE , 1 970 )  para NI = rl/a21 y 
N2 = rl/ a12 ; cualquier perturbación alrede-
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dor de este centro preCIpI ta el sistema en 
una trayectoria cerrada cuya amplitud de­
pende de la perturbación . 

R ILEY, STOM M EL y BU M PU S  ( 1 949)  com­
binaron una ecuación para el crecimiento 
del fitoplancton del tipo (dN / dt) = rN (r = 
= tasa instantánea de crec imiento ) con tér­
minos representativos de los fenómenos de 
advección y de difusión existentes en el me­
dio acuático : 

dN dN d2N 
-- = rN-V -- +Az--, [4] 

dt dx dx2 
advecc:ón difus:ón 

donde V es la velocidad de advección , x la 
d imensión espacial y Az es el coeficiente de 
difusión turbulenta , función de las condicio­
nes del sistema. 

K I ERSTEAD y SLOBODK I N  (1953 )  partieron 
de un modelo de este ti po para hallar la 
medida mín ima de una mancha de plancton 
para que pueda conservarse como tal sin di­
fundirse en el medio circundante ; para una 
masa de agua unidimensional obtuvieron la 
expresión : 

r = tasa in stantánea de crecimiento , 
A = coeficiente de difusión turbulenta. 

Para unas determinadas condiciones de 
frontera (N = O, para x = O Y para x 2: L, 
la longitud de la mancha) ,  la ecuación [5] 
admite como solución, en función del espa­
cio y del tiempo, una ecuación de la forma :  

Para que la  población se  mantenga es  ne­
cesario que para algún n sea :  

A 
o sea que r > 7T2-- U 

lA 
Y Le = ¡¡- 1 i -. 

V r 
[7] 

K I E RSTEAD Y SLOBODK I dedujeron tam-
bién las expresiones correspondientes a otros 
modelos geométricos , que resultaron prácti­
camente de la misma forma que [7] . Le re-
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presenta la dimensión mínima de una man­
cha de plancton para poder mantenerse fren­
te a la difusión . Esencialmente , el tipo de 
análisis realizado por KI ERSTEAD y SLOBOD­
K I N  es equivalente a la formulación de una 
medida crítica de las perturbaciones , tal 
como se hace en la teoría de s i stemas di­
námicos ( RosEN , 1 970) .  BRADFORD Y P H I L I P  
( 1 970)  presentan un anális is  más detallado, 
desde el mismo punto de v ista , de modelos 
del tipo del descrito en la ecuación [5], 
para una y dos dimensiones . Enfoques pare­
c idos son los de CR I M  INALE y W I NTER ( 1 974), 
PLATT ( 1 97 5 )  Y P LATT Y D ENMAN ( 1 97 5 ) .  

En general, el tipo de  modelos comentado 
en este apartado se ha utilizado desde di­
verso:; puntos de vi sta. Uno, más empírico 
( 1 ) , en que se ha puesto el énfasis en la re­
presentación de las relaciones entre varia­
bles y simulación de resultados bajo diver­
sas condiciones , y otro (2 ) ,  más teórico, que 
se ha basado en el análisis de las propieda­
des matemáticas de generac ión de heteroge­
neidad inherentes a la formulación utilizada . 

MODE LOS USUALES DE SI M U LAC IÓN 

Ecuaciones del t ipo [ 1  ]- [  4] pueden com­
bi narse con otras destinadas a describ ir  la 
dinámica del s i stema físico y la interacc ión 
de los componentes biológicos con otros fac­
tores del ambiente . PATTEN ( 1 968)  ha publi­
cado una extensa rev isión de modelos de 
este tipo. El caso particular de las mareas 
rojas ha sido estudiado desde este punto de 
v ista por autores como WYATT y HORWOOD 
( 1 975 ) .  Si se consigue estimar los paráme­
tros que intervienen en el modelo puede si­
mularse la distribución de los componentes 
del sistema ;  la del fitoplancton adquirirá ca­
racterísticas diversas , de acuerdo con la di­
námica supuesta de ci rculación del agua y 
las interacciones entre disponibilidad de nu­
trientes y otros factores ambientales .  WALS H 
y DUGDALE ( 1 97 1 )  iniciaron la formulación 
de modelos espaci ales de s istemas de aflora­
miento ; al estudiar el área de Perú conside­
raron un afloramiento idealizado unidimen­
sional , que descompusieron en una serie de 
compartimientos desde la zona más cercana 
a la más alejada de la costa . Desde enton­
ces, estos autores y otros del grupo norte­
americano de C . U . E .A .  (eoastal Upwelling 
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Ecosystem A nalysis) han publ icado numero­
sos modelos de simulación referidos a diver­
sos aspectos de ecosi stemas de afloramiento. 
O'BRI EN y W ROBLEWSK I  ( 1 97 3 )  real izaron 
un modelo bidimensional apl icado a l  área 
del gol fo de Méj ico . Los autores dividieron 
l a  zona en estudio en una red de 4 1  por 
82 rectángulos en las di recciones x ( desde la 
costa hacia mar adentro) y z ( dimensión ver­
t ica l ) .  Natura lmente, no hay inconvenientes 
en ampl iar la  resolución o las dimensiones 
de un modelo siempre que se cuente con 
ordenadores suficientemente potentes y el 
tiempo de cálculo necesario . 

En  lo que se refiere al problema de la  
variabi l idad espacial de l  fitoplancton , es  ob­
vio que e l  resul tado de un modelo como los 
comentados en los párrafos anteriores de­
pende mucho de la dinámica establecida para 
el medio físico, con lo que, en real idad , se 
traslada el  problema de la  d istribución del 
fi topl ancton al del conocimiento de los deta­
l les de la circulación del agua .  M ARGALEF 
( 1 973 )  reúne u nas observaciones muy perti­
nentes respecto a estos modelos. 

Un enfoque distin to es el ut i l izado por 
KAMYKOW SK I  ( 1 974) ,  que sugiere como po­
sible causa de patchiness la in teracción 
entre fi toplancton y ondas internas semidiur­
nas ;  este autor discute tres casos , el de cé­
lulas carentes de motil idad y s i tuadas en la  
termocl ina y los  de poblaciones de organis­
mos móviles que efectúan una migración 
diurna (como ocurre entre los dinoflagela­
dos) y que cruzan o no la termocl ina .  De  
acuerdo con los  modelos de  simulación en  
ordenador desarrol lados por KAMYKOW SK I,  
en los tres casos puede producirse variabi­
lidad espacial , tanto en lo que se refiere a 
biomasa como a composición de las especies. 
Un aspecto in teresante de este trabajo es e l  
de resal tar las posib i l idades de in teracción 
entre fluctuaciones físicas y b iológicas cuan­
do l as escal as temporales de ambas son ade­
cuadas. 

Los trabajos discutidos en este apartado 
son sol amente una muestra de la  abundante 
li teratura existente ;  en real idad, casi puede 
deci rse que no hay programa de trabajo so­
bre un sistema biológico que no termine,  o 
in tente terminar,  en la formulación del co­
rrespondiente modelo. 

INESTAB IL IDADES EN MODELOS DE R EACC I ÓN­
D I FUS IÓN 

Dado un sistema dinámico, puede inten­
tarse estab lecer l as condiciones bajo l as que 
podrían aparecer inestabi l idades inherentes 
a la formulación del modelo.  La apl icación 
de esta idea a la aparición de heterogenei­
dades en sistemas b iológicos puede asociarse 
a los trabajos de RASHEVSKY ( 1 940 a, b, c ,  
d, e) y TUR ING ( 1 952 )  sobre si stemas de reac­
ción-difusión ; estos autores demostraron, al 
parecer independientemente, l a  posib i lidad 
de formación , en un sistema homogéneo de 
sustancias reaccionan tes difusibles , de ines­
tabil idades «destructoras de la simetría » 
(symmetry-breaking instabilities) que po­
drían dar lugar a fluctuaciones temporales 
y heterogeneidades espaciales. La existencia 
de estas i nestabi l idades impl ica,  termodiná­
micamente, la formación de estructuras dis i­
pativas , es decir ,  que necesitan para su man­
tenimiento un in tercambio de energía y ma­
teria con el mundo exterior, 10 que impl ica 
una si tuación alejada de la  de equil ibrio 
termodinámico (PR I GOG I N E  y N ICOLI S, 1 970). 
P R IGOG I N E  y sus colaboradores han estudia­
do la aparición de organización espacial y 
temporal y la existencia de estados estac io­
narios múltiples en modelos referidos a es­
quemas de reacciones químicas ( P R I GOG I N E  
y N ICOLI S, 1 970 ) .  Dentro de  determinados 
rangos de va lores de los parámetros , per­
turbaciones temporales que superen un cier­
to umbral pueden l levar el sistema en cues­
t ión a un ciclo límite asintóticamente esta­
ble ( fenómeno dist into del de las osci lacio­
nes propias de sistemas conservativos, como 
el péndulo armónico o como osciladores ba­
sados en la  i nteracción depredador-presa de 
las ecuaciones de VOLTERRA-LoTKA ). Si las 
perturbaciones no son uniformes en el espa­
cio, fluctuaciones con una longi tud de onda 
in icia l  alrededor de un cierto valor crítico 
(Ac ) pueden ser ampl i ficadas de modo que 
el sistema abandone el estado homogéneo 
in icial y se estabil ice en un nuevo estado 
estacionario no homogéneo en el espacio ;  
puede ocurri r ,  además, que un determinado 
sistema no l ineal presente varios estados es­
tacionarios , con posibi l idad de transiciones 
entre ellos. U n  ejemplo de estructura disi­
pativa en un si stema físico es el de la i nes-
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tabi l idad de BÉNARD;  un s istema qUlmlco 
muy estudiado es el de la reacción de B ELOU­
SOV-ZH ABOTlNSKY (W I NFREE,  1 9 72, 1 973 ,  
1 974). MART ÍNEz ( 1 972), MART ÍNEz y BAER 
( 1 97 3 )  Y SEGEL Y JACKSON ( 1 972 )  analizan 
otros modelos de reacción-difusión . ROSEN 

( 1 970)  presenta una revisión de estas cues­
tiones desde un punto de vista general de 
teoría de sistemas dinámicos . El problema 
del estudio de las propiedades de estabi li­
dad y de los tipos de t rayectoria en el es­
pacio de fases es a menudo muy difíc i l  cuan­
do no se trata de sistemas l i neales . Un mé­
todo muy ut i l izado es el de la l inearización 
del si stema mediante desarrol lo en serie al­
rededor de un punto crítico y estudio subsi­
guiente de la acción de una perturbación 
(P) que puede tener la  forma general : P = 

= A exp (wt+ix/ A), donde x es la dimensión 
espacial y A ,  w Y A son constantes ; w repre­
senta la frecuencia de la perturbación y A 
su longitud de onda ; w puede obtenerse en 
función de los parámetros del sistema y de 
A como solución del determinante de la ecua­
ción característ ica del modelo l inearizado . 
Una  condición necesaria para la estabil idad 
del sistema es que la  parte real de los va­
lores de w obtenidos como solución sea ° o 
negativa .  En el caso de dos dimensiones, s i  
las dos partes reales son ° o si una es ° y 
la otra negat iva ,  se obtiene un  equi l ibrio neu­
tralmente estable, con posib i l idad de oscila­
ciones ( véase ROSEN , 1 970 ;  OKUBO, 1 974; 
DUBOIS , 1 97 5  a, b, c ) .  En particul ar, para 
ciertos rangos de los parámetros , se obtie­
nen valores c ríticos de A que permi ten osci­
laciones del sistema o que separan zonas de 
estabi l idad e inestabi l idad .  

Un  aspecto in teresante en relación con 
este enfoque es el de la  posibi lidad de aco­
plamiento de osci ladores de modo que re­
sul ten favorecidas unas determinadas fre­
cuencias de osci lación . W I ENER  ( 1 958)  apl i­
có estas consideraciones a l a  interpretación 
de las ondas de l  electroencefalograma ; las  
premisas en que se apoyaba han sido dis­
cutidas desde el  punto de vista b iológico 
(KATc H ALSKY y RowLAND, 1 974), pero su 
aportación no deja de ser va l iosa en sus as­
pectos teóricos . LONGUET-H IGG I NS ( 1 95 7 )  es­
tudió un problema de este t ipo referido a 
las ondas en el mar. PAVL I D I S  ( 1 97 3 )  ha des­
crito, en una revisión reciente ,  diversos ca-

MARTA ESTRADA 

sos de aplicación de estos principios a pro­
blemas biológicos. 

Dentro de las líneas generales expuestas 
en los párrafos anteriores ,  se ha propuesto 
una abundante seri e de modelos, de los cua­
les se ci tarán brevemente algunos de los más 
representativos . 

a) I nteracción entre un nutriente l imi­
tante (N ¡) y una especie de fitoplancton (Nz ) ;  
OKUBO ( 1 974): 

aNI aZN¡ 
-- -DI --= FI (NI, Nz) ;  [8] 

at axz 

DI, Dz son los coeficientes de di fusión de 
los nutrientes y del fi toplancton ,  respectiva­
mente. 

En  el equi l ibrio , 

FJ uJ;, rJ;) = 0 ,  Fz (N;: N;) = O .  

En  e l  caso particular del ejemplo ci tado, 
OKUBO propuso las siguien tes expresiones 
para FI y Fz: 

FI = Q - a (NI )  Nz [ 1 0] 
tasa asimi lación 

de por el  
aporte fitoplancton 

F2=b (NI )Nz-Z [ 1 1 ]  
creci­

m.ento 
pérdida por 

gra;:,mg 

a (NI ), b (NI )  son funciones que, en ge­
nera l ,  aumentan con NI dentro de ciertos 
límites. 

Mediante el método de li nearización co­
mentado , el autor estima que, para determi­
nadas condiciones que considera plausibles ,  
la longi tud de  onda mínima de  una  pertur­
bación para que produzca una « i nestabi l idad 
destructora de la s imetría » es : 

* 
Lmin = 2 [2Dz/ (Z/N2 )]1/2 . [ 1 2] 

Esta expresión puede combinarse con la 
derivada por OKUBO ( 1 97 1 )  para la  relación 
entre el coeficiente de difusión turbulenta 
(K) y la escala  espacial del fenómeno (/): 

K = 0,0 1 03 [1.15. [ 1 3] 

Para un valor de Z/N�'= 1 0-5 seg , se ten­
dría Lmin = 3,3 Km.  
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b) I n teracción depredador-presa entre po­
blaciones de fitoplancton y de zooplancton 
(DuBO I s , 1 97 5  a,  b, c ) .  

Las  ecuaciones propuestas para el fito­
plancton (Cl) y el zooplancton (C2) son :  

aC, aC, a2C, 
--+v-- = k,C,-k2C,C2 +D, --

at ax ax2 

[ 14] 

aC2 aC2 a2C2 
--+v-- = -k3C2+k4CIC2+D2 --

at ax ax2 

[ 1 5J 

k¡ representa la tasa de crecimiento del 
fi toplancton y k3 l a  del zooplancton ; k2 y k4 
i ndican l a  intensidad de las  interacciones ; 
v es la velocidad media de l a  corriente y DI 
Y D2 representan dos coeficientes de difu­
sión . 

Después de efectuar las descomposiciones : 

CI = Nl+el; C2 = N2+e2, [ 1 6] 

(en que N, y N2 representan los valores me­
dios y e, y e2 fluctuaciones al rededor de ellos) 
y de aceptar algunas suposiciones simpl ifica­
doras , las ecuaciones [ 1 4] Y [ 1 5] se t rans­
forman en las siguientes : 

aM �N, 
-- = k¡NI-k2NIN2+D -- [ 1 7J 

at ax2 
aN2 a2N2 

-k3N2+k4N¡N2+D -- [ 1 8] 
at ax2 

De acuerdo con el método de l ineariza­
ción ya indicado, se obtiene para el valor 
absoluto de l a  longitud de onda crítica (Le): 

Le = 271" (2Djq)1/2 , [ 1 9] 

donde q = (k1k3)1/2; puede observarse la ana­
logía entre [ 1 9J y [ 12] . 

c) I nestabil idad disipativa en una in­
teracción depredador-presa (SEGEL y J ACK­
SON , 1 972) . 

Los autores describen la s i tuación median­
te las ecuaciones : 

all [ a2V a2V -' 
- = VR (V)-aVE+DI _+_ JI al ax2 ai 

[20] 

aE [ a2E aZE 1 
-. - = bVE-clE-eE2+D2 ---+--

dt ax2 ay2 
[2 1 ] 

V = densidad de población de la presa ;  E = 
= id .  del depredador;  a, b, e, d son cons­
tantes ; D, y D2 representan dos coeficientes 
de difusión ; x, y i ndican las d imensiones es­
paciales. 

En el  caso de este modelo , el término de 
mortal idad eE2 (<<término de combate» )  es 
necesario para que aparezcan inestabi l ida­
des difusivas ; en cambio, no lo es el térmi­
no dE, por lo que los autores lo suprimen . 
La tasa de reproducción R (V) se toma 
como : 

donde ko y k¡ son constantes posit ivas. 
Después de una serie de cambios de va­

riables y de aplicar métodos parecidos a los 
de los casos anteriores, los autores l legan a 
diferentes expresiones para l a  longitud de 
onda crít ica, según las condiciones cumpli­
das por los parámetros . Por ejemplo,  para 
el caso de k¡, a, b y e fijos, y DI, D2 varia­
bles , deducen la ecuación : 

Le = 27T (D¡fko)1/2[(1-ek¡fab)-1/2_1]-'/2. 
[22] 

Dentro de las m ismas líneas generales pue­
den situarse , entre otros , los modelos de STEE­
L E  ( 1 9 73 ,  1 9 74) , ROUGHGARDEN ( 1 974) , LE­
V I N  ( 1 974) y LEV I N  y SEGEL ( 1 976). 

U n  problema básico que se p lantea con 
los modelos de aparición de i nestabil idades 
destructoras de la  simetría es el de su apl i­
cación a las condiciones naturales. Parece 
evidente que para que se conserve una cier­
ta individualización de una mancha de p lanc­
ton asociada a una masa de agua ( tomando 
el término en sentido vulgar, no en el de 
oceanografía física) ,  es necesario que se cum­
plan unas ciertas relaciones entre tamaño 
de la estructura , velocidad de crecimiento 
del plancton y difusividad turbulenta, que 
podrían expresarse mediante l a  ecuación de 
K IERSTEAD y SLOBODKJ N  u otras parecidas ; 
no obstante, el papel que pueden jugar i nes­
tabi l idades del t ipo de las descritas en los 
modelos comentados , está aún por demos­
trar. DUBOI s  (1974, 1 97 5  a, b, c)  en su mo-
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delo de las relaciones fitoplancton-zooplanc­
ton en el mar del Norte obtiene resul tados 
cual i tat ivamente parecidos a las variaciones 
observadas ; sin embargo , cabe sugeri r otros 
mecanismos que podrían conducir a resul ta­
dos s imi lares . Como afirma OKUBO ( 1 974 ), 
una gran d i ficul tad para probar la real idad 
de estas teorías estriba en el hecho de que 
en estos modelos aparecen demasiados pará­
metros que hay que estimar o ajustar. 

MOD ELOS PROCEDENTES 

DE LA TEORíA DE P ROCESOS 

ESTOCÁST I COS 

MOSAI COS 

SW I TZER ( 1 967 )  define un pattern como 
el resultado de la  partición de una región 
euclídea de k d imensiones en m subregiones 
Al, Az ... , Am, de volumen posit ivo , medi­
bIes de acuerdo con el cri terio de LEBESGUE. 
Si se asigna un color a cada una de estas 
subregiones puede v i sual izarse e l  pattern 
como un mosaico k-dimensiona l .  En el caso 
del plancton , puede obtenerse una partición 
del espacio muestreado med iante la apl ica­
ción de algún cri terio operat ivo para la de­
l im i tación de manchas . 

E l  t ipo de resu l tado más senci l lo será un 
mosaico de dos fases :  l as manchas y el fon­
do. Existen varios métodos matemáticos, ba­
sados en la teoría de procesos estocásticos, 
apl icab les al estudio de estos mosaicos; pre­
sentan la d i ficultad de que, para poder obte­
ner resultados út i les ,  hay que aceptar premi­
sas, no siempre demostrables , respecto a la  
ley de formación de l  mosaico (SW ITZER, 
1 967, 1 9 7 1 ;  MATÉRN, 1 960). En  general ,  se 
define el mosaico como un  proceso estocás­
t ico que puede caracterizarse por su función 
de autocorrelación u otras expresiones esta­
dísticas . Cuando la deducción analít ica de 
determinadas propiedades no es posible ,  pue­
den ut i l izarse métodos de s imulación (véase 
DACEY, 1 967, por ejemplo) . La figura 1 re­
presenta los resul tados de un estudio de este 
t ipo real izado sobre un modelo de «siembra 
al azar» (MARGALEF ,  1 974) ,  en que en un 
área rectangular de d imensiones p X q se sem­
braron al azar 400 círculos de radio r; se es-
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FIG.  1. - Siembra al azar de 400 círculos en u n  
área d e  d imensiones relativas 2 1 0  X 2 1 0, c o n  posi­
bJ:dad de supe rposición. Valores medios de los seg­
mentos correspondientes a l as manchas (círculos) y 
al fond.) en siete t ransectos trazados al azar; las 
líneas verticales indican los l ím i tes del erro r de la  
media. Simulación realizada con o rdenador. 

tudió por medio de un ordenador la varia­
ción de las medi as y las varianzas de los 
segmentos correspondientes a cada fase 
( círculos y fondo) en transectos al azar (en 
el caso de los círculos sin superposición , 
la deducción analít ica es muy senc i l la ) .  

PIELOU ( 1 969)  estudia las propiedades de 
lo que denomina L-mosaicos y S-mosaicos . 
Un L-mosaico es un mosaico estocástico 
construido trazando en un área una serie de 
l íneas al azar y asignando uno de dos o más 
colores a los pol ígonos formados , de acuer­
do con una determinada ley de probabi l i ­
dad. Los S-mosaicos de PIELOU ( 1 969) corres­
ponden a los mosaico de conjuntos al azar 
de MATÉRN ( 1 960 ) ;  se construyen sembran­
do en un área de un mapa una serie de pun­
tos al azar y asoci ando a cada punto todo el 
espacio de mapa que está más próximo a él 
que a cualquier otro punto .  Las celdas for­
madas pueden colorearse como en el caso 
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anterior. Otro tipo de pattern al azar lo 
consti tuyen los modelos de «bombardeo» o 
siembra al azar ( MATÉRN , 1960 ; SWTTZER ,  
1 967 ) .  Por ejemplo,  se  siembran puntos en  
un espacio k-dimensional mediante un pro­
ceso de POI SSO y se hace que cada punto 
genere a su a lrededor una región esférica o 
hiperesférica de radio determinado. Varios 
autores, entre el los GLASS ( 1 97 3 )  y J ACI<SON 
( 1 974) ,  han estudiado un modelo relaciona­
do, pero en el que se supone un crecimien­
to en el t iempo del radio de la región gene­
rada, que ya no puede ser centro de nuevas 
regiones ; este modelo da lugar a la  apari­
ción de un pattern regul ar.  

M ODELOS DE CREC I M I ENTO 

DE PERTUR BAC I O  ES 

Un modelo estocástico i nteresante es e l  de 
W ILLlAM S  y BJERKNES ( 1 972 ) sobre la  di se­
minación de células cancerosas en un tej ido 
normal ;  los autores parten de la  existenc ia ,  
dentro de una formación regul ar de células ,  
de una célula anormal  que se reproduce k 
veces más aprisa que l as normales ;  según los 
valores de k se obtiene una regresión o una 
progresión más o menos masiva del tumor. 
Posteriormente , DOWNHAM y MORGAN ( 1 97 3 )  
publicaron nuevas deducciones acerca del 
mismo modelo. 

UN EJE M PLO DE M ODELO DE «S I E M BRA 

AL AZAR» 

Desde el punto de vista de su aplicación 
al estudio del p lancton, el enfoque estocás­
tico puede ser muy út i l ,  siempre que se cons­
truyan los modelos sobre una base suficien­
temente real ista .  Mosaicos del t ipo L o S de 
P I ELOU , en que existe una isotropía total , 
son difíci l es de apl icar a la mayor parte de 
procesos biológicos , en que la asimetría es 
una característica esencial . Por otra parte, 
la partición en sólo dos fases que supo­
nen muchos de los modelos es demasiado 
artificiosa; desde un punto de vista de apli ­
cación a datos reales ,  una división en fases 
de acuerdo con a lgún criterio estadístico su­
pone ya la fijación de un espacio muestra!, 
por lo que l as deducciones pueden variar al 

ampliar o reducir el conjunto de muestras. 
Modelos más adecuados pueden obtenerse 
asociando a centros obtenidos al azar una 
variable con distribución decreciente a par­
tir de el los .  La figura 2 es e l  resul tado de 
un programa de simulación del siguiente mo­
delo :  se seleccionan al azar puntos de una 
matriz rectangular y se define a partir de 
el los una función de «densidad de pobla­
c ión» decrec iente a partir del centro corres­
pondiente y que varía o no con el t iempo. 
En  el programa se uti l izó para esta función 
la fórmula de OKUBO y PR ITCHARD (c i tada 
en OKUBO , 1 962) para difusión de una sus­
tancia a partir de un punto de aporte ins­
tantáneo : 

donde S (r, t) es l a  concentración de sustan­
cia S en el t iempo t y a una distancia r del 
centro de aporte de una cant idad de sustan­
cia M por unidad de profundidad ; w es la 
denominada velocidad de difusión (cm sec-I) .  

Para cada punto, e l  valor de la  densidad 
de población total es la suma de las densi­
dades de pobl ación correspondientes a la  di­
fusión desde todos los centros existentes. 
Aunque esta versión del modelo es intencio­
nadamente muy simpl ificada , puede serv ir 
para poner de manifiesto a lgunos aspectos 
interesantes . Uno de el los puede ser la in­
fluencia del parámetro de difusión (w ) en l a  
persistencia de  l a  individual ización de  l as 
manchas ( fig. 3 ) .  Otra cuestión que puede 
señalarse es la apariencia de las di stribucio­
nes obtenidas con un número elevado de 
centros ; en un muestreo rut inario de un cam­
po de valores como el representado en la 
figura 2 e aparecerían sólo dos picos prin­
cipales .  Sería fác i l  introducir en ejemplos de 
este t ipo una advección o una difusión faci­
l i tada en una determinada dirección . 

DESCR I PC IÓN DE LA CONECT I V I DAD 
ENTRE LAS FASES 

Un problema general importante es el de 
la  conectividad de las fases del mosaico ; 
en términos intui tivos, pueden señalarse los 
tre tipos de distribución (MARGALEF, 1 976 )  
señal ados en  l a  figura 4 .  Los valores de  den-



1 0  MARTA ESTRADA 

1 n 1 � la 

5. 29 

4 . 99 

4 . 39 

A J AF 
0. 00 b. l0 

1. 00 cr¡= ln.oo 

1.79 b4.79 

5. 29 4. 99 

0. 00 0.00 0. 00 

0.00 0. 00 n.oo 0. 00 

u.un c.(!() 0.0[\ 
O. uf) 0. 0'1 0. 00 0. 00 

0. 00 0. 00 0. 00 0 . 00 

4 . 39 

0. 00 

0. 00 

0.0(1 
r.oo 
0. 00 

4.09 0. 00 0. 00 n. no 0. 00 0. 00 

4 . 09 3. 79 3. 49 3 . 19 

0. 0" 0. 00 0. 00 

0.00 O.GO 0. 00 0.00 

0. 00 O.úD O. CiO p . oo 

0.00 0. 00 0. 00 '1. 00 

0. 00 0. 00 0. 00 0. 00 

2.P.9 2. 59 

0. 00 O. eo 

o.no o.no 
n. oo 0. 00 

O.OJ 0.0f) 
0. 00 0. (10 

. 01 0. 01 

2. 30 2. 00 1.70 

0. 00 n.oo 0. 00 

0. 00 n.no 0. 00 

0. 00 n.oo 0. 00 

0. 00 0. 0·') 

0. 00 0. 00 

A 

1. 40 1010 O. S o 0.50 
0. 00 n .O�) 

0. 01' 0. 00 o.on 
n.on 0.00 �.nn 
0. 0'1 o.on 

G.on n. oo 0. 00 

o.on (1. 0'\ 0.00 0. 00 

�.79 0.00 0. 00 0. 00 0. 00 0. 03 0. 04 0. 05 0. 05 0. 04 n.oo 0.00 

3. 4 9  O. l)i) (·.OQ 0. 00 O. Ob 0011 0. 15 0.17 0.16 0.12 0. 08 1'.00 
:3. 19 u. 00 U. (j o 0. r.9 0017 0. 28 (1.38 0. 4 3  0. 41 0. 32 (\.21 0. 11 0.05 O.CO 
2.H9 O. UI) 0. 00 O.O� 0. 1'1 0.37 O. bO ('1. 82 0. 92 0.87 0.b9 ,1. 4 5  0. 2!> 0. 11 0. 04 

2.59 O.u,· 
2. 30 O.uo 

2. 00 u.(JO 0.0 
1 .70 0.00 (l. o 

o.CS 0.14 0. 34 

0. 07 0.21 0. 50 

0. 09 0. 27 0. 63 

0010 O. U 0. 65 

n.OA 0.24 0.56 

1010 0. 00 0. 06 0.17 0. 40 

U. 80 Ú • .,(I o.U) 0. 10 0 . 24 

0.50 0. 00 0.00 0. 05 001 2 

2.°, 
;. � 1 

5.20 

2. 7f) 

2. ';� 
n.(\C' 

� 
5.59 

5.29 

O. Ul 

0. 03 

0.09 

0.02 

0. 05 

0. 13 

743.7(, 

233. 4 3  

910;.8'1 
7A6.91 

37P..27 

0.06 Oole 
0. 09 0.21 

0.19 0. 30 

4.69 0.26 0. 35 0.44 

... 39 

4. 09 

3.79 

3.49 

3.19 

2./19 3.49 3 . 45 3.13 

2.6P 2.59 2.43 

4 . 09 3. 79 

1.65 1.73 1.64 1. 4<l 1. 3/1 1. 35 

2. 00 0.75 0. '10 0.93 0. /17 0.77 0.70 0.72 

0. 4 4  0. 20 0.07 

0.66 0. 30 0011 0.03 

0. 82 0. 37 0.14 0. 04 0. 01 

0. 85 0.39 0015 0. 04 0.01 

0. 73 0.33 0. 12 0. 04 0. 01 

0. 53 0.,4 0. 09 0. 03 U.OO 

0. 32 0. 14 0. 05 0. 01 0. 00 

0.16 0. 07 0. 02 0.00 0. 00 

3. 49 3. 19 2. 89 2. 59 2.30 2.00 1. 70 1.40 , . ., \�g;;3.:����í'4, ." 3,. ,,2 l." 1 
. 22 • 5 2 ¡, 3.2 1 3 o 9 

2. 3. 41 3. 9 5  3.90 3. 2 .3 1.4 0.72 

B 

1.10 0. 80 0.50 

0. 49 0017 0.05 

0.42 0.15 0.04 

0. 31 0011 0. 03 

0.19 0.07 0.02 

0.12 0.05 0.01 

0.13 0. 05 0.02 

0.22 0.10 0.04 

0. 41 0. 19 0.07 

0.64 0. 30 0. 11 

0.85 0. 40 0.15 

0. 94 0. 44 0.17 

0.87 0.41 0.16 

0.67 0.32 0012 

1. 70 0034 0. 41 0.42 0038 0.13 0.�1 0.33 0.44 0. 4 3  0. 20 o.oe 

1 . 4 0  0013 0015 0.16 0014 0012 0.11 0.13 0. 20 0. 33 0.23 o.U 0.04 

1010 0. ::'4 'J.es G.os 0.04 0. 03 0. 03 0. 04 0. 08 0. 14 0.22 0.30 0.35 0.34 0.27 0.18 0.10 0.05 0.01 
(\.�0 0.(,1 0.01 0. 01 0. 01 0. 01 o.al O.ell 0. 02 0. 05 O."A 0011 0. 13 0013 0.10 0. 07 0. 04 

n.�1) � tI.¡'i) (1.01) o.or¡ O.CO 0. 00 O.� n.Ol . 0. 02 0.03 0.04 0.04 n. 03 n. 02 O.nl 

O O 

o 



MODELOS DE LA HETEROGENEIDAD DEL FITOPLANCTON 1 1  

�.09 3.69 5f,3.34 

7.61 1:.09 f.43.�6 

2.11 <; .43 577.25 

�. 72 ".71 675.34 e 
n.70 n.71 159.�7 

7.46 ?.99 803.03 

5. <;2 4.29 575.70 

3.79 0.7.9 198.27 

l. �o 1.21 466 .6� 

Y"::'·::l 5.59 

5.59 

5.29 1.56 0.18 

4.99 1.70 0.39 0.15 

4.69 1 . P6 0.28 0. 1 0  

4.39 1.9� 0018 0.07 

4.09 l. e6 0.14 0. 05 

3.79 2.56 7.47 l. �5 0.15 0.05 

3.49 1.71 1.66 1.39 1.12 0.19 0.06 

3.19 0.97 0.94 o.el C!.70 0.24 0.09 

¿.�9 0.46 0.45 0.40 0.311 0.34 0.16 

2.59 O.lA o. l0 0017 00 19 0.30 0.54 0.31 

2.30 0.06 0.06 0.07 0.10 O.lR C.�6 

2.00 0.0 2 o. O) 0.(16 0010 n.1 A u.? 1 

1.70 0.P.2 0.05 0.11 0.20 0.�3 0.47 (). � 9 r).71 2 
1.40 0.03 0. 09 0.22 

1.10 n.06 0.17 ('1.39 1.30 

0.80 0.09 (1.25 (1.57 1.55 1.52 
4 

(l.�n Oo1.i. (1.31 (1.71 l. f,8 1 .4 0 

FIG. 2. - Experimento de simulación de siembra de perturbaciones al azar. A: 1, centro de perturbación; 
B: 3, íd.; C: 9, íd. x, y, indican las coordenadas. t= 1. 
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FIG. 3. - Modelo de simulación de siembra de per­
turbaciones que difunden desde el punto de origen. 
Efecto de variaciones en el parámetro de difusión 
(W). Se ha utilizado la ecuación de OKUBO y 
PRITCHARD. 

sidad de población obtenidos en muestras 
secuenciales de fitoplancton ofrecen un as­
pecto a base de picos (manchas) de a l ta 
densidad sobre un fondo de abundancia baja .  
S i  asignamos a las manchas un color, negro ,  
por ejemplo,  tendremos e l  caso a. MARGALEF 
( 1 976 )  ha sugerido unos métodos senci l los 
para anal izar este punto. Otros procedimien­
tos pueden basarse en la preparación de h is·­
togramas tal como se comenta en ESTRADA 
(en prensa) ;  ya en cortas secuencias de mues­
tras , la asimetría de los histogramas i ndica 
la mayor probabil idad de aparición de va­
lores de baja  densidad de población . 

a b e 

FIG. 4. - Tipos de mosaico. Tomado de un esquema 
de MARGALEF (1976). 
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SU M M ARY 

o MODELS OF P H YTOPLA KTO H ETERO-
GENE I TY .  - Several types of mathematical mo­
deIs employed in the study of phytoplankton 
heterogeneity are described. Two principal  c 1as­
ses of models  a re considered : 1 .  Models based 
on the formu lation of dynamical systems, and 
2.  Models connected wi th the theory of stochas-

tic processes. I n  the first group are inc luded 
usual s imul ation models and the series of mo­
deis whose solu t ions can expla in  the appearance 
of «symmetry-breaking» i nstabi l i t ies .  I n  the 
�econd group, models dea l ing wi th mosaic 
¡:atterns and wi th sedding of perturbations are 
d iscussed . 
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